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EDITORIAL

iCumplimos 25 anos!

En 2013, Educacion Matemadtica cumple 25 anos de participar, de manera desta-
cada, en la comunicacion y difusion de la investigacion educativa producida en
el mundo de habla hispana. Para celebrar, durante este ano realizaremos diver-
sas actividades. Una de las principales es la publicacion de un niimero especial
de XXV Aniversario. Ahi apareceran colaboraciones de investigadores que han
participado decididamente en la construccion de la revista. Por supuesto, los
ejemplares ordinarios de Educacion Matemdtica se publicaran en las fechas pre-
vistas y se prepararan con el cuidado que nuestros autores y lectores merecen.

Por ahora, lanzamos una rapida mirada al indice del ndmero de abril de
1989, fecha en que apareci6 el primer nimero de Educacion Matemdtica. Los
articulos de investigacion que se publicaron fueron los siguientes: "Algunos
trabajos recientes sobre integracion’, de Guillermo Arreguin, y "Mediadores
verbales para la transferencia del aprendizaje en matematicas’, de Elfriede
Wenzelburguer. El ejemplar incluia también la seccion Temas de Matematicas,
donde aparecio "El nimero e como limite de sucesiones', de Ignacio Barradas,
y la seccion Problemas y soluciones, con "Problemas de la XXIX Olimpiada
Internacional de Matematicas’, a cargo de Carlos Bosch. Estos autores desa-
rrollaban su trabajo en instituciones mexicanas: el Centro de Investigacion en
Matematicas (CIMAT), la Universidad Nacional Autonoma de México (UNAM),
y la Seccion de Matematica Educativa del Centro de Investigacion y Estudios
Avanzados (CINVESTAV).

Queremos poner en contraste el contenido anterior con el del presente
numero, el 25-1. Por una parte, Penalva, Rey y Llinares (Universidad de Alicante)
abordan la formacion de profesores de educacion primaria mediada por recur-
sos tecnoldgicos y las potencialidades del trabajo en un contexto B-Learning.
Por otra, tenemos varias contribuciones dedicadas a la problematica en cursos
universitarios. Cuesta, Escalante y Méndez (Universidad Veracruzana) estudian
el impacto que pueden tener los cursos universitarios de calculo en la evolu-
cion del pensamiento algebraico de los estudiantes. También sobre calculo,
Barragués, Morais, Manterola y Guisasola (Universidad del Pais Vasco) estudian
el potencial de los Classroom Response System para mejorar la comunicacion
entre el profesor y los estudiantes en clases de calculo. En su ensayo, Marcela
Parraguez (Pontificia Universidad Catélica de Valparaiso) aborda el estudio de
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Editorial

la construccion del concepto espacio vectorial. Finalmente, en una vertiente
distinta, Armando Aroca (Universidad del Atlantico) estudia el desarrollo de la
investigacion en etnomatematicas en Colombia.

Como se puede ver con esta sencilla comparacion, en el transcurso de los
25 anos de Educacion Matemdtica, los temas y las problematicas abordadas
por la comunidad de investigadores se han modificado y diversificado. También
los nombres han cambiado: de entre los autores de los primeros anos, muchos
contintian difundiendo sus trabajos en nuestra revista; también llegaron y siguen
llegando nuevos autores. Los escritos de todos ellos definen el perfil de Educacion
Matemdtica. Y es que a lo largo de estos 25 anos hemos considerado muy impor-
tante difundir la amplia diversidad de aproximaciones y de puntos de vista con
los cuales sus autores deciden desarrollar sus trabajos. El unico criterio que nos
ha llevado a seleccionar los escritos es su calidad. En esto Ultimo, los arbitros han
jugado un papel esencial que es objeto de nuestro permanente agradecimiento.
Es frecuente que nuestros autores concluyan el proceso de revision de sus traba-
jos haciendo patente que fue util para mejorar de manera sustancial sus escritos
originales. Por otra parte, consideramos que la difusion de los resultados de las
investigaciones aqui publicadas ha redundado y sigue haciéndolo en la construc-
cion de soluciones a los problemas que se presentan en los sistemas educativos
y en los salones de clases, con estudiantes y profesores.

Antes de concluir este editorial, nos apartamos del tema central porque
queremos dedicar unas palabras de recuerdo y admiracién académica a la
investigadora inglesa Kathleen Hart, quien dejo de estar entre nosotros en abril
de este ano. Kath Hart comenzé su trayectoria en educacién como maestra de
secundaria, de donde nacié su interés por propiciar la comprensién profunda
de las matematicas por parte de los estudiantes. EI empeno de Kath la llevo
a trabajar en la formacion de maestros, el desarrollo de programas de estudio
y la investigacion en el Chelsea College de la Universidad de Londres, que
mas adelante se fusiond con el King's College London. Muchos de nosotros
recordamos lo relevante que nos fue leer su libro Children’s underestanding of
Mathematics, como uno de los primeros textos de investigacion en aprendizaje
de las matematicas que circularon en nuestro pais.

Kath dedicd gran parte de su trabajo a México. Desde 1985, fecha de su pri-
mera visita de trabajo al Departamento de Matematica Educativa del Cinvestay,
Kath colabor6 de manera decidida en proyectos de investigacion y de formacion
de maestros. En la Revista Educacion Matemdtica compartimos con Kath el
compromiso con la investigacion y con el trabajo, en los salones de clases de
matematicas, con los profesores y estudiantes.
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ARTICULOS DE INVESTIGACION

Aprendiendo a interpretar el aprendizaje
de las matematicas en educacion primaria.
Caracteristicas en un contexto B-Learning

Maria del Carmen Penalva, Carolina Rey y Salvador Llinares

Resumen. El objetivo de esta investigacion es identificar caracteristicas del
proceso de instrumentalizacion del conocimiento de didactica de la matematica
de profesores de educacion primaria en un curso de especializacion desarro-
llado en un contexto b-learning. Participaron 65 maestros en un entorno de
aprendizaje b-learning integrando debates virtuales y centrados en el analisis
del pensamiento matematico de alumnos de educaciéon primaria. El analisis de
las participaciones en los debates virtuales y la resolucion de las tareas nos
han permitido caracterizar el aprendizaje del conocimiento sobre el aprendizaje
de las matematicas como un cambio en el discurso de los estudiantes. Este
cambio se puso de manifiesto por la integracion paulatina del conocimiento de
didactica de la matematica en la interpretacion del pensamiento matematico
de los alumnos. Los resultados indican que las aportaciones a los debates en
forma de refutaciones favorecieron el proceso de instrumentalizacion de las
ideas tedricas.

Palabras clave: Desarrollo profesional, b-learning, aprendizaje de las mate-
maticas, interaccion.

Learning to notice “mathematics learning” in primary education.
Characteristics from a B-Learning context

Abstract. The aim of this research is to identify the characteristics of the pro-
cess of instrumentalization of the knowledge in didactics of mathematics in
primary teachers. Context was a professionalization course as psicopedagogic.
65 primary teachers participate in a b-learning environment focus on analyzing
children’s mathematical thinking. Learning environment integrated case studies
and virtual debates. The analysis of spicopedagogic students’ productions and
their participations in debate led us to characterize the learning as a change in
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the discourse. Discourse change was evidenced by the gradual integration and
use of didactics of mathematics knowledge in the task solving. The focus of tasks
was to interpret students’ mathematical thinking and to plan a new educational
intervention. Results allow us to identify the rebuttals during online debate as the
mechanism that support of instrumentalization process of knowledge evidenced
by the change of the discourse.

Key words: Professional development, b-learning, mathematics learning,
interaction.

Fecha de recepcion: 11 de noviembre de 2012. Fecha de aceptacion: 13 de abril de 2013.
INTRODUCCION

Uno de los ambitos curriculares de la educacion primaria que genera mayores
dificultades es la ensenanza de los algoritmos de las operaciones con ndmeros
naturales. Esto ha hecho que una parte de los movimientos de reforma en la
ensenanza de las matematicas en educacion primaria se haya centrado en el
papel de estos algoritmos y en como mejorar su ensenanza (Gravemeijer y van
Galen, 2003; Van den Heuvel-Panhuizen, 2001). Por otra parte, las investigacio-
nes sobre como comprenden los maestros las ideas matematicas que subyacen
a los procedimientos aritméticos indican que, en algunos casos, estos pueden
ser capaces de realizar los algoritmos, pero tienen dificultades en explicar por
qué funcionan (McClain, 2003; Simon, 1993; Thanheiser, 2010). En este contexto,
emerge la posibilidad de formar maestros que desarrollen tareas de apoyo a sus
companeros, desempenando papeles de asesores (Even, 2005), planteandose
cuestiones de investigacion especificas.

Los estudios sobre como maestros, en su papel de asesores, construyen el
conocimiento necesario para realizar esta labor es un campo relativamente
nuevo en el ambito de la investigacion en general (Blanco y Guerrero, 2002;
Perrota, 2006) y en el ambito de la educacion matematica en particular (Llinares
y Krainer, 2006; Rey, Penalva y Llinares, 2006). La figura del maestro como asesor
en contextos de desarrollo profesional tiene caracteristicas muy diversas y suele
responder a iniciativas institucionales (maestros con formacion de postgrado
realizando tareas de asesoramiento en intervencioén curricular). Sin embargo,
esta nueva situacién genera cuestiones sobre como los maestros insertos en
estas iniciativas de desarrollo profesional aprenden el conocimiento necesario
para desarrollar la tarea de asesores (Even, 2005).

8 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 25, NUM. 1, ABRIL DE 2013



Maria del Carmen Penalva, Carolina Rey y Salvador Llinares

UNA PERSPECTIVA SOBRE EL APRENDIZAJE DEL CONOCIMIENTO EN CONTEXTO

Las perspectivas situadas y sociales de aprendizaje (Wenger, 1998) caracterizan
el proceso de aprendizaje subrayando la importancia de la actividad y el con-
texto en el que se realiza. En estas perspectivas, las ideas de aprendery hacer
son inseparables. Asi, para aprender una practica compleja como es la de asesor
en matematicas es necesaria la realizacion de tareas que permiten reproducir
pensamientos y destrezas similares a las que realizan los asesores expertos en
su vida profesional. Este proceso de aprendizaje se entiende como la instru-
mentalizacion de las ideas procedentes de la didactica de la matematica para
entender y manejar las situaciones de ensenanza y aprendizaje. Aqui el término
instrumento tiene un significado mas amplio que el atribuido como herramienta
técnica (instrumentos fisicos, software, etc). El significado de instrumento inclu-
ye aqui conceptos, formas de razonar y la manera de generar un discurso. Es
decir, los maestros, en los cursos de especializacion, deben aprender a dotar de
sentido y a apropiarse del conocimiento especifico para pensar y actuar como
expertos (Wenger, 1998). Un ambito particular en el que se debe realizar este
proceso de instrumentalizacion esta relacionado con el conocimiento del maes-
tro acerca de las caracteristicas del aprendizaje matematico de los estudiantes
(Even y Tirosh, 2002).

Desde esta perspectiva sobre el aprendizaje, la argumentacion como nego-
ciacion de significados (Andriessen, Erkens, van de Laank, Peters y Coirier, 2003)
se convierte en un elemento clave en el aprendizaje. Aqui, el discurso generado
es parte intrinseca del proceso de construccion del conocimiento (Wells, 1999).
Los instrumentos utilizados en la comunicacion no son meros medios auxi-
liares para hacer explicito el pensamiento, sino que se piensa en ellos como
parte integrante del acto comunicativo, y consecuentemente, de la cognicion.
Como consecuencia, aprender a usar el conocimiento en contexto significa
usar el saber teorico para comprender y manejar las diferentes actividades en
que se organiza la practica profesional. En este contexto, las Tecnologias de la
Informacion y la Comunicacion (TIC) estdn empezando a usarase en los pro-
gramas de formacién de profesores para facilitar la interaccién con el objetivo
de apoyar el aprendizaje (Borba y Llinares, 2012; Llinares y Olivero, 2008). Sin
embargo, esta nueva situacion también genera algunas cuestiones sobre sus
efectos en el aprendizaje. En el contexto particular del uso de los debates en
linea emergen cuestiones especificas sobre como las participaciones median el
proceso de aprendizaje y como se puede estudiar empiricamente este proceso
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(Andriessen et al, 2003). Algunas investigaciones indican que la naturaleza de
la interaccion estd vinculada a realizar tareas con objetivos claramente estable-
cidos e intencionalmente integradas en un programa de formacion (Penalva,
Rey y Llinares, 2011; Rey, Penalva y Llinares, 2006). Zhu (2006) indica que la
generacion de un objetivo compartido ayuda a los estudiantes a implicarse en
la interaccion, pero cuando la interaccion no esta motivada por el objetivo de
resolver tareas colaborativamente, hay menos probabilidad de aprender desde
la discusion. En este sentido, el discurso generado en las interacciones en linea
puede ser visto como un mediador en el proceso de construccion del conoci-
miento pues, al igual que cualquier otro artefacto, el texto escrito en un debate en
linea es usado intencionalmente para conseguir ciertos objetivos (Wells, 1999).
En la interseccion de estos dos ambitos, el aprendizaje de los maestros en el
desarrollo de la tarea de asesores y la relacion entre la interaccion y la construc-
cion del conocimiento, nos planteamos la siguiente pregunta de investigacion:

¢Como aprenden a usar el conocimiento sobre el aprendizaje de las mate-
maticas los maestros en formacion, para realizar tareas como asesores en
un entorno de aprendizaje disenado ad hoc?

METODOLOGIA
PARTICIPANTES Y CONTEXTO

Los participantes en esta investigacion fueron 65 maestros inscritos en un pro-
grama de formacion de asesores (Psicopedagogia), centrado en el aprendizaje
de las matematicas. Un foco de este programa se dirigia a tareas de interpretar
el aprendizaje matematico de los alumnos (diagnosticar y evaluar) y aprender
a planificar posibles intervenciones de mejora. EI contenido relativo al aprendi-
zaje de las matematicas constaba de un moédulo de 45 horas, adoptando una
aproximacion metodolégica basada en el estudio de casos (Lundeberg, Levin y
Harrington, 1999), con objeto de favorecer el aprendizaje en contexto.

DISENO DEL ENTORNO DE APRENDIZAIE
La pesquisa tomd como referencia la investigacion basada en el diseno (Design-

Based Research Collective, 2003). Desde esta perspectiva, simultdneamente se
plantean objetivos para el desarrollo de entornos de aprendizaje y estos se
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usan como laboratorios naturales para estudiar el aprendizaje y la ensenanza
a través de diferentes ciclos de disefo-implementacion-analisis.

El caso que articuld el diseno del entorno de aprendizaje constaba de tres
actividades profesionales.

Tarea 1: Interpretar el pensamiento matematico de los estudiantes (diagnos-
tico de dificultades).

Tarea 2: Planificar.

Tarea 3: Evaluar el proceso efectuado.

El contenido del caso de David (figura 1) viene justificado por las dificultades
en el desarrollo del sentido numérico y de los algoritmos de las operaciones con
los numeros naturales, en particular, en relacion con la ensefanza del algoritmo
de la division (Lampert, 1992).

El caso de David

Jorge, profesor de primaria de 52 curso en un centro escolar, se ha reunido con Rosa, la
asesora, para informarle de los errores que comete David, uno de sus alumnos, cuando
realiza determinadas operaciones. Segun Jorge, las dificultades del alumno estan hacien-
do que retrase su aprendizaje y pierda interés.

Antes, David vivia en otra ciudad, y este es su primer ano en este centro. Es un chico
de caracter abierto con sus companeros y muy pronto ha hecho nuevos amigos. David
participa en las tareas que se le demandan en otras asignaturas, pero suele ser poco
comunicativo en clase de matematicas, sobre todo cuando tiene que resolver las tareas
aritméticas. David conoce las tablas de multiplicar de memoria y suele hacer bien los
problemas verbales cuya resolucién requiera realizar una multiplicacion que tenga un
factor de una sola cifra o de dos cifras, por ejemplo 152x32 o una divisién con nimeros
sencillos, 56:7. David también realiza correctamente otras divisiones, como 5750:2 que la

5750 | 2

17 2875
15
10
0

resuelve de la forma siguiente:
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12

Sin embargo, en algunas divisiones David comete errores. Jorge expone a Rosa que
ha tratado de explicarle como debe hacer la division en otros casos, pero parece que
David se bloquea y no es capaz de seguir sus explicaciones. Rosa decide asistir a la
clase y observar a David.

Al dia siguiente, Rosa asiste al aula de Jorge. El introduce la tarea para hoy de la
siguiente manera:

‘Aunque algunos de vosotros ya sabéis hacer divisiones cuando el divisor es un
numero de 2 y de 3 cifras, hoy vamos a repasar esas operaciones. Sabéis que la
multiplicacion y la division son operaciones inversas; es decir, que cuando en una
multiplicacion falta un factor, lo podemos obtener haciendo una divisién. Quiero que
consultéis vuestro libro por la pagina... y hagais el ejercicio 1"

9x O =21.150
El factor desconocido en esta multiplicacion es el cociente de la division 21.150: 9.

[Dividendo > 21.150 | 9
3 23%

45
00

La division exacta es la operacion que permite encontrar el factor desconocido de una
multiplicacion de dos factores.

1. Observa el ejemplo resuelto y calcula en cada caso el factor desconocido.

= OB .o=6 x O 187
15 x O = 4%
e -3 x O & . =3 x0O 1120
303 L= 45 x O 058 . o= 73 x O 1387
0
15%32 =480 o= 5 x O 9 . =5 x O 223

>
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David y sus compaferos realizan individualmente la tarea. Una vez finalizada la clase,
Jorge y Rosa recogen el trabajo de David.

5% | AZ s 2l AR T 5 o[4S
o048 24 O7F7 23X 135MA3
loel ,(} A
q90 (5% 1S 162 1420132
H40 413 182 3 260 33y
4o 004/7 Z},
A3A =23 Zo3 (52

65214 RBIE 1S

20 06

7 TP T

Figura 1. El caso de David (1¢ parte)

El caso describe una situacion en la que un maestro identifica las dificulta-
des de David, uno de sus alumnos, con el algoritmo de la division, y empieza a
colaborar con Rosa, 1a asesora, para identificar las razones de estas y proponer
un plan de ayuda. Las dificultades del alumno con el algoritmo de la division
estan vinculadas al significado de las diferentes unidades usadas (relacionadas
con las idea de valor de posicion y de agrupamiento) y en la coordinacion de las
diferentes operaciones (multiplicaciones y restas) que deben ser integradas en
el algoritmo. La descripcion inicial de esta situacion viene acompanada de unas
cuestiones que los estudiantes para asesor deben responder, y que tienen como
objetivo identificar e interpretar las caracteristicas del aprendizaje matematico:

Tarea 1. Identificar e interpretar lo que puede ser relevante en el pensamiento del alum-
no: diagnosticar.

* (Qué puedes decir de las dificultades que tiene David?

* {Son Utiles este tipo de tareas?

* (Qué tipo de informacién ha obtenido Rosa? ¢Por qué?
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La segunda tarea que realizaron los estudiantes' consistia en especificar las
caracteristicas de la forma de proceder del alumno para poder planificar una
intervencion.

Rosa ha identificado como una de las causas de las dificultades de David la forma
resumida del algoritmo de la division que aparece en el libro de texto. Rosa explica
a David el algoritmo de la “division larga” utilizando el siguiente procedimiento que
aparece en otro libro de matematicas, 65:5, colocando el énfasis en el significado de
las unidades utilizadas y en la forma en que las anotaciones en el algoritmo escrito
resumen la relacién entre las diferentes operaciones utilizadas (multiplicar y restar).

2. Afiadimos las 10 unidades a las 5 que
tenfamos. Dividimos 15 entre 5:

s[5 55
S

S50

1 15

Sobra 1 decena, que son 10 unidades. 15

1. Dividimos las 6 decenas entre 5

0 «—noqueda

Esta division se llama exacta, porque su
resto es 0.

Tras unas sesiones de trabajo individual con Rosa, David realiza con éxito divisiones
como: 68:6, 178:2, 465:3, 193:4 y también divisiones por dos cifras como 678:13, pero
comete errores en algunas divisiones, como 115:6, 1517:4, 1215:9.

La descripcion de este sequndo momento viene sequida de una serie de
cuestiones que deben responder los asesores en formacion. Estas cuestiones
tienen como objetivo centrar la atencion en los significados de las unidades y
las descomposiciones de los numeros como una aproximacion conceptual al
algoritmo de la division.

! Denominamos a los participantes como estudiantes para hacer la descripcion mas agil.
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Tarea 2

1. ¢El hecho de que David realice con éxito determinadas divisiones quiere decir que
es capaz de indicar qué tipo de unidad es, por ejemplo, el 1 que aparece marcado
en negrita en la division que se muestra a continuacion?

178]2
1689
18
18
0

2. ¢David dota de significado a la operacion de la division?
3. ¢En qué medida ha podido influir el tipo de representacion utilizado para promover
el aprendizaje del algoritmo de la division?

Trata de explicar las respuestas que darfa Rosa a las cuestiones planteadas.
Una vez que Rosa ha situado la principal causa de los errores que comete David para
realizar determinadas operaciones en el calculo de restas “con llevadas’, se pide:

4. ¢Qué podria decir de los contenidos (conceptuales y procedimentales) de las activi-
dades/tareas planteadas a David?

5. ¢Cudl es la demanda cognitiva que se le exige al resolutor cuando tiene que realizar
la siguiente sustraccion: 615-378? ¢Por qué?

Finalmente, los estudiantes respondian a la tarea 3 desarrollando una vision
conjunta del proceso de colaboracién entre el maestro y la asesora (identificar

e interpretar el pensamiento matematico del estudiante y proponer un plan de
ayuda).
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Tarea 3

Parte 1

1. ¢Tendria que haber actuado con anterioridad Rosa?

2. <{Que enfoque organiza el fragmento de ensenanza de las matematicas que se
muestra en la situacion descrita?, ¢como facilita la construccion del conocimiento
matematico?
éQué tipo de problemas se le han planteado a Rosa?
¢Qué acciones debe realizar Rosa encaminadas a ayudar a David?

Parte 2. Realiza un informe escrito

1. Indica cudles son las dificultades y errores mas comunes que conlleva el aprendi-
zaje significativo del algoritmo de la division.

2. Disena una tarea base (una secuencia de tareas) para promover el aprendizaje del
algoritmo de la divisién y sefiala sus caracteristicas. Modifica alguna variable en la
tarea y obtén una secuencia de tareas con el mismo fin.

Por otra parte, la metodologia del entrono de aprendizaje siguié una estruc-
tura b-learning integrando tres contextos presenciales y tres contextos online
(mediante el uso de debates en linea) con una duracién de 20 dias (figura 2).
Las actividades presenciales y aquellas en linea tenian las siguientes caracte-
risticas:

» trabajo en grupos pequenos, y posteriormente en gran grupo;
* produccion de informes de manera colaborativa;
» debate y discusion sobre las interpretaciones y propuestas alternativas.

Los 65 estudiantes se agruparon en 11 grupos para realizar las tres tareas
propuestas en el caso. Las cuestiones planteadas en ellas eran debatidas por
los estudiantes en pequenos grupos de forma presencial, generando informes
discutidos con posterioridad entre los diferentes grupos, considerando la infor-
macion sobre el desarrollo del sentido numeérico y la representacion de los
numeros y algoritmos (Belmonte, 2003; Gravemeijer y van Galen, 2003; Llinares,
2001; Van den Heuvel-Pahhuizen, 2001).
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Tarea 1:
Tarea 2: Tarea 3:
Interpretacion
Planificacién Evaluacion
(DIAGNOSTICO)
Debat jal 1 »> >
ebates presenciales E .... ot B ¥
Debates en I A 25 M:.AEé
ebates en linea 1 > Y >
Qtros foros Qtros foros de
de discusion discusion

Figura 2. Estructura b-learning de la secuencia disenada.
Ei (i=1,2,34,5,6): contextos de interaccién presenciales y en linea

Entre cada una de las tres sesiones presenciales se habilito la posibilidad de
participar en un debate en linea. En cada uno de estos debates, los estudiantes
debian compartir y negociar el contenido de los informes producidos para cada
una de las tareas, antes de considerarlos definitivos. Tanto el trabajo presencial
como la participacion en los debates en linea debian hacerse como aportes de
grupo. Esta caracteristica obligaba previamente a los estudiantes a consensuar,
en sus grupos, sus aportes a los debates. Por ello se habilitd un recurso tecnolo-
gico que denominamos otros foros de discusion, en el que los miembros de un
grupo discutian sus aportaciones/participaciones con los demas grupos de mane-
ra previa al debate, y resolvian de qué manera podia ser usada la informacion
tedrica para apoyar sus interpretaciones y decisiones.

ANALISIS

Para dar respuesta a las cuestiones de investigacion planteadas, consideramos
dos tipos de datos: las aportaciones a los debates en linea y los informes pro-
ducidos por cada grupo, como respuesta a las tres tareas planteadas (en total
33 informes). Cada aportacion al debate en linea fue categorizada considerando
la “forma” de participacion (Pena-Shaff y Nicholls, 2004), adoptando un sistema
de seis categorias, lo que nos permitié determinar como la forma en la que se
participaba podia influir en el desarrollo del debate.

* Respuesta (RS} aportacion inicial referida a la propia tarea. Contestacion
a las preguntas realizadas por el moderador a lo largo del debate.
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» Preguntas de reflexion (PR): pregunta que induce a una mayor reflexion
sobre un tema en un momento dado a lo largo del debate: revision de
la aportacion, ampliacién de la informacion.. Incluye tanto las preguntas
que se producen a lo largo del discurso de un grupo, como las que lanza
un grupo participante de forma directa.

» Preguntas de aclaracién (PA), demandan la aclaracion de un concep-
to-idea utilizada por un grupo participante.

* Respuestas de aclaracion (RA) que emiten los grupos ante las preguntas
de aclaracion o de reflexion realizadas por alguno de los grupos parti-
cipantes.

 Disconformidad (D) con lo afirmado en la aportacion a la que se dirige.

* Refutacion (RF), se manifiesta disconformidad con otra aportacion, y se
acompana con argumentos que apoyan su idea.

Posteriormente, analizamos el contenido de las participaciones en los deba-
tes y el contenido de los informes finales que cada grupo genero para las tres
tareas. En esta fase del analisis nos centramos en como los estudiantes usaban
e integraban las ideas teoricas de didactica de las matematicas cuando tratan
de interpretar el pensamiento matematico de David y generan propuestas de
accion. La comparacion longitudinal a través del itinerario de formacién nos per-
miti¢ identificar las modificaciones en las caracteristicas del discurso generado.
La integracion del andlisis de las aportaciones al debate y del analisis de los
informes de cada tarea proporcion6 la informacion sobre la instrumentalizacion
del conocimiento en la resolucién de las tareas profesionales de interpretar y
tomar decisiones de accion (Llinares, 2012) (ver tabla 1). Este proceso permitié
generar cuatro niveles de desarrollo del conocimiento:

* Nivel intuitivo, descripcion de lo observado, sin vincularlo a informacion
tedrica o respondiendo a la situacion descrita desde las experiencias
previas.

* Nivel retdrico, se hace uso de términos teoricos para construir un discurso,
pero sin establecer relaciones entre ellos y las evidencias proporcionadas
en el caso. Falta cohesion en el discurso. Se usan términos procedentes
de los documentos proporcionados, pero sin un sentido claro.

* Nivel integracion, supone el inicio de uso instrumental de elementos teo-
ricos; la informacion teorica se usa para interpretar localmente aspectos
de la ensenanza.
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» Nivel reificacion, el conocimiento tedrico empieza a adquirir significado
por ¢l mismo y se responde a lo planteado relacionando elementos teo-
ricos entre si.

Tabla 1. Nivel de desarrollo y ejemplos de protocolos procedentes

del discurso de los estudiantes en los foros

Comentarios analiticos que aportan

Ejemplo informacion para asignacion a un nivel
de desarrollo
(3 (09:06:36 20/11/2003)
. o ) (3 genera un discurso relativo a la importancia
;Qué se podria decir de los contenidos (conceptua- » )
A o - de conocer los conceptos matemdticos para apli-
les y procedimentales) implicitos en las actividades/ - ) ) )
) car procedimientos relativos a dichos contenidos.
tareas planteadas a David?
p ) ) Esta respuesta estd fundamentada en el cono-
Podemos decir que los contenidos conceptuales o , - )
) o ) cimiento comun, que indica la secuencia de
Nivel 1 influyen en la correcta aplicacion de los procedi- ) ; L
’ ) . s contenidos relativos al orden de aprendizaje de
mentales; si no existen unas estructuras bésicas de ) RO
Intuitivo o J - los algoritmos (suma resta, multiplicacion y divi-
comprension matematica, no se podra aplicar esa iy )
. ) ) si6n). No aporta otros contenidos conceptuales
estructura a una operacion mediante un procedi- . . o y
o ni procedimentales; no indica |a relacion entre
miento. ! ) i
ambos, ni con el algoritmo de la division. No
"La correcta realizacion de una operacion (en este aporta informacion relevante para el aprendizaje;
caso la division) implica la correcta realizacién de aunque se indica que la division estd basada
otra operacin (en este caso la resta) y asf sucesiva- | enla resta, se hace de manera intuitiva, "y as/
mente. Por lo que podemos decir que los contenidos | sucesivamente”.
estdn encadenados.”
G4 (20:59:16 20/11/2003 o . )
( ) Se evidencia un uso incorrecto de la idea "des-
;Cudl es la demanda cognitiva que se exige al composiciones multiples”.
resolutor cuando tiene que realizar la siquiente . ” )
i ) dentifican la demanda cognitiva que requiere
sustraccion: 615-3877 Por qué. -
Nivel 2. la resolucion de una resta con llevadas, pero la
) "La demanda cognitiva exigida es la descomposi- aplican al algoritmo tradicional. Estén usando la
Retdrico cion mulltiple. Se le exige, ademds, comprenderlos | propiedad (a+c)-(b+c) = a-b, combinada con el
efectos de realizar operaciones sobre los nimeros, hecho de que se afiaden 10 unidades al minuen-
sumando 10 unidades al minuendo y una decenaal | doy 1decena al sustraendo.
sustraendo para que el resultado de la resta original
no cambie.”
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Comentarios analiticos que aportan
Ejemplo informacién para asignacién a un nivel
de desarrollo
610 (15:23:12 21/11/2003): La aportacion del grupo G10 aclara la informacién
emitida previamente por el grupo G4.
“Si bien es cierto lo que vosotros proponéis en esta N . )
pregunta, creemos conveniente que tengais en El grupo 610 u‘t|.||,za convenientemente laidea
cuenta la teorfa de Resnick para tratar la demanda | 4@ descomposmpn mitiple Fomqmstrg/mento
Nivel 3. cognitiva de David. Segtin Resnick, para poder concep.tual, ofreciendo una ejemplificacion con-
Integracion | Tealizar esta tarea, David deberfa encontrarse en la textualizada del concepto.
Fase 2 (mltiples .dlescomposicilones), donde,pgeda Este hecho evidendia la integracion de su cono-
hacer deSCOWPOS'C'O”ES canonicasy no canonicas. - cimiento profesional al justificar y expliitar el
En la sustraccién del modelo diriamos que David origen de la informacién que presenta adaptando
depe saber que 615 = 5 centenas, 10 decenasy 15| f5s jdeas tericas al ejemplo concreto y ejemplifi-
unidades. cando su respuesta.
@5 (14:14:40 29/11/2003): £l grupo G5 remite a la tarea 2 del Caso de David,
- N més concretamente a una de las divisiones en
£l grupo G5 elabora y justifica una hipétesis sobre :
. o las que David presentaba errores (1517:4) e
las dificultades de David, indicando: - T
identifica el uso de la aritmética informal como
“(...) tiene errores cuando debe restar 31-28, lo una caracteristica de la fase 1 del desarrollo de la
] cual podria hacerse a través de una simple aritmé- | comprension del sistema de numeracién decimal,
’\(’Ve/ 4 tica informal: de 28 a 31 van 3. Segtin Resnick, en | segtin Resnick.
Reificacidn la 12 fase de descomposicin candnica, los nifios o -
" BRI El uso de la aritmética informal surge del andlisis
deben utilizar la aritmética informal, entre otras .
N o de las tareas escolares resueltas por David, reali-
cosas, utilizando el 10 como unidad iterativa. La no S '
. o zado por el G5 (Tarea 2) para justificar el nivel de
utilizacion de esta aritmética informal puede hacer- -~ ) IR
, p comprension del sistema de numeracién decimal,
nos pensar que adn no haya superado esta fase". I )
y pone de manifiesto que se han integrado ele-
mentos te6ricos para dar respuesta a la tarea.
RESULTADOS

El andlisis realizado ha permitido caracterizar el aprendizaje de los asesores en
formacion como un cambio en el discurso, que se ha efectuado mediante la
integracion paulatina de ideas teoricas de didactica de la matematica en la reso-
lucion de las tareas de interpretar el pensamiento matematico de los alumnos
en el caso del algoritmo de la division, y justificar propuestas de accion. Ademas,
el andlisis ha permitido identificar las interacciones en forma de refutaciones
COMO un mecanismo que favorecio este cambio en el discurso. Estas dos ideas
son las que organizan la seccion de resultados.
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APRENDER A USAR EL CONOCIMIENTO DE DIDACTICA DE LA MATEMATICA
EN LA RESOLUCION DE TAREAS PRACTICAS COMO CAMBIO EN EL DISCURSO

Ejemplificamos el aprendizaje como un cambio en el discurso a través de coémo
los estudiantes para asesor integran las ideas tedricas (descomposicion multi-
ple de los nimeros y la idea de la aritmética informal), cuando interpretan el
pensamiento matematico del alumno. Una evidencia de esta caracteristica se
da en la forma en la que el grupo 10 (G10) uso la idea de “descomposiciones
multiples” en respuesta a las cuestiones en la tarea 2. Las interacciones que
se generaron alrededor de esta idea durante tres dias en el debate en linea, y
los cambios experimentados desde las primeras aportaciones hasta las ultimas
evidencian esta caracteristica.

Inicialmente, el grupo G10 describe la situacion utilizando expresiones gené-
ricas y poco especificas del papel mediante un discurso general, con un foco
en lo procedimental.

G10 (17:59:46 19/11/2003):
No porque ha podido mecanizar el proceso de la division sin ser cons-
ciente de por qué realiza ese proceso. Consideramos que no dota de
significado al proceso de la divisién porque sigue cometiendo errores
en las divisiones que implican resta con llevadas, a pesar de realizar
la division larga (desplegando las restas incluidas en la division).

Dos dias después, el grupo produce un discurso con referencia a la idea de
descomposiciones multiples del numero y su relevancia para dotar de sentido
al algoritmo de la divisién, y lo ejemplifica utilizando una descomposicion no
candnica de un numero arbitrario (‘354 = 2C + 13D + 24U)’), si bien no utiliza
los ejemplos particulares descritos en el caso, ni concreta la implicacion de esta
idea en el aprendizaje del algoritmo de la division.

G10 (17:20:43 21/11/2003):
En cuanto a la pregunta 1, podrfamos tener en cuenta la fase 2 de la
teoria de Resnick como algo util para nuestro trabajo. En ella se nos
habla sobre la flexibilidad para el calculo y la ayuda para la compren-
sién que otorga la capacidad de hacer multiples descomposiciones:
candnicas y no canonicas (p. ej. 354 = 2C+13D+24U).
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Finalmente, en la segunda parte de su discurso, en la tarea 2, el grupo
aplica la idea de descomposiciones del nimero a la division planteada. De esa

manera, ante la division:
17812
-16|89

18
Bl
0

indica:
En la cuestion 1, se nos pregunta si David sabe qué tipo de unidad es
el 1 en negrita; es decir, si sabe que ese 1 suelto equivale a 1 decena
(=10 unidades). De ese modo le puede sumar un 8 (10 + 8 = 18). Esta
es una operacion con significado, no es como decir “tengo un 1, bajo
el 8 y se lo pongo”. Por lo tanto David no dota de significado a lo que
hace.

En esta aportacion, el grupo G10 usa el significado de las unidades para
dotar de sentido a la actividad cognitiva que ha de realizar David en relacion
con el significado de los restos parciales de la division. Este discurso muestra de
qué manera los significados del sistema de numeracion decimal (agrupamiento
y valor de posicion) son usados para interpretar el pensamiento matematico
de David. Con esta aportacion, el grupo G10 ha modificado su respuesta a
la cuestién EI hecho de que David realice con éxito determinadas divisiones,
dquiere decir que es capaz de indicar qué tipo de unidad es el 1 que aparece
en negrita? En un primer momento su respuesta fue descriptiva, para luego pro-
porcionar una respuesta que integra la idea de descomposiciones multiples del
numero en la construccion de su discurso. Los elementos teoricos son utilizados
como instrumento para dar respuesta a cuestiones planteadas en la tarea. Esta
evolucidn, identificada en el discurso generado por los estudiantes, se resume
en la figura 3.
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Retorico

Integracion

19/11/2003 21/11/2003
10 | M 10 10
RS | PR RS d

Cuestion 1. T2: ¢El hecho de que David realice con éxito determinadas divisiones quiere
decir que es capaz de indicar qué tipo de unidad es, por ejemplo, el 1 que aparace mar-
cado en negrita en la division que se muestra a continuacion? ¢David dota de significado
a la operacion de la division?
1782
-16189
18
LS
0
G10 (17:59:46  19/11/2003): No, porque pudo mecanizar el proceso de la division sin
ser consciente de por qué lo realiza. Consideramos que no dota de significado al proceso
de la division porque sigue cometiendo errores en las que implican restas con llevadas,
a pesar de realizar la division larga (desplegando las restas incluidas en la division).
()
M (13:32:30 21/11/2003): éQué caracteristicas o elementos, desde el dmbito de la
Didactica de la Matematica, deberia tener ese entorno de aprendizaje?

G10 (1551:00  21/11/2003): {Podrias calificar el entorno de aprendizaje de las matema-
ticas como abierto, flexible y participativo, entre otras caracteristicas? Serfa interesante que
el alumno pudiese interactuar con los companeros (aprendizaje socializado) y que pudiese
trasladar estos aprendizajes al entorno proximo que le envuelve (abierto y flexible).

G10 (17:220:43  21/11/2003): En cuanto a la pregunta 1, podriamos tener en cuenta la fase
2 de la teoria de Resnick como algo util para nuestro trabajo. En ella se nos habla sobre
la flexibilidad para el calculo y la ayuda para la comprensién que otorga la capacidad para
hacer multiples descomposiciones: candnicas y no candnicas (p. ej, 354 =2C + 13D + 24U).
En la cuestion 1 se nos pregunta si David sabe qué tipo de unidad es el 1 en negrita; es
decir, si sabe que ese 1 suelto equivale a 1 decena (= 10 unidades). De ese modo le puede
sumar un 8 (10 + 8 = 18). Esta es una operacion con significado, no es como decir ‘tengo
un 1, bajo el 8 y se lo pongo”. Por lo tanto, David no dota de significado a lo que hace.

Figura 3. Ejemplo en la evolucién en el discurso de los estudiantes
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Otra evidencia del aprendizaje como cambio en el discurso se puso de
manifiesto con la idea de “aritmética informal’. En el informe de la tarea T1, el
grupo G5 responde a la pregunta dQué se puede decir de las dificultades que
tiene David?

Pensamos que la dificultad comienza en cuanto en el divisor hay dos cifras y tiene que rea-
lizar una resta llevando. Este error se comete de forma sistematica. Suponemos que podria
tener dificultades en la realizacion de la resta llevando y en la descomposicion de los nimeros
naturales.

En este informe, el grupo G5 identifica el error sistematico de David cuando
realiza divisiones, pero no justifica la implicacion que tendria la descomposicion
de los numeros naturales en la realizacion del algoritmo de la division. Sin
embargo, posteriormente, en el informe de la tarea T3, el grupo G5 indica:

a) Puede haber dificultades en cuanto a la conversion de un sistema de representacion a
otro (simbdlico-concreto), necesario para favorecer las conexiones entre las representaciones
internas que ayuden a la comprensién de la numeracion. Por ejemplo, verbalizar descompo-
siciones realizadas con bloques multibase (oral-concreto); o escribir con nimeros el algoritmo
a partir de los bloques multibase (simbolico-concreto). Dificultad de movimiento flexible entre
diferentes representaciones y reconocer cuando una representacién es mas Util que otra.
e

) Saber las unidades que se estén trabajando en cada momento (valor de posicion y equiva-
lencias). El contexto del algoritmo de la division suele ser el de reparto y, por ello, otro tipo de
dificultad que puede aparecer es el no saber en cada momento de qué tipo son las unidades
que se estan manejando, de cuantas unidades de un determinado orden se va a disponer
cuando no tenga suficientes del orden inmediato superior para repartir y estar siempre pen-
diente de repartir la mayor cantidad posible de las unidades de que se trata para que cada
resto parcial sea menor que el divisor.

Con estas intervenciones, el grupo indica la necesidad de dotar de sentido
al algoritmo de la division apoyado en los significados de las unidades vy las
diferentes descomposiciones del nimero (caracteristicas de la comprension del
sistema de numeracion decimal). La comparacion de los discursos elaborados
por este grupo en los informes de las tareas 1y 3, evidencia un cambio signi-
ficativo en el uso del conocimiento referido al pensamiento matematico de los
aprendices: desde la descripcion a su integracion en el discurso.
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EL PAPEL DE LAS REFUTACIONES COMO FAVORECEDORAS
EN APRENDER A USAR EL CONOCIMIENTO EN CONTEXTO

El modo de interaccién en los debates en linea ha permitido identificar también
el papel de las refutaciones para favorecer la integracion del conocimiento en la
resolucion de las tareas. Ejemplificamos esta caracteristica del proceso de apren-
dizaje usando un conjunto de interacciones entre los estudiantes, al interpretar
la intervencion que realiza Rosa (la asesora del caso) para ayudar a David a
superar sus dificultades con el algoritmo de la division (tarea 3). Por ejemplo, en
un primer momento, el grupo G9 indica:

G9 (11:40:27 24/11/2003):
(..) Rosa le ofrece otra manera de realizar el algoritmo [.], en el que
se tienen en cuenta las estructuras anteriores de las que dispone el
sujeto. (Al realizar la division de manera estructurada y mediante el
procedimiento de la resta).

Ante esta afirmacion, el G10 introduce dos aportaciones con un dia de inter-
valo entre ellas, indicando una cierta reelaboracion de las ideas propuestas;

G10 (21:30:15 28/11/2003):
Nosotros no consideramos que, por el simple hecho de que Rosa
ensefie a David otro procedimiento de realizar la division (la forma
desplegada) esté teniendo en cuenta los conocimientos previos de
este. Es mas, Rosa utiliza este método porque lo encuentra en “otro
libro”, no porque considere que sea el mas adecuado para David,
simplemente porque considera que asi lo comprenderd, pero este
hecho no modifica las estructuras cognitivas de David, sino que puede
ocurrir que lo confunda mas y que este conocimiento continte siendo
mecanico.

G10 (17:06:17 29/11/2003):
Es mads, nosotros consideramos que una intervencion adecuada
para David, o para cualquier alumno que presente dificultades en
el algoritmo de division, seria el procedimiento propuesto por Beattle
(Modelando las operaciones y los algoritmos, 1986, paginas 6-7). Nos
ha resultado muy interesante y, de los métodos consultados, creemos
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que es el que mejor puede facilitar el aprendizaje significativo para la
adquisicion del algoritmo de la division.

La segunda intervencion de G10 hace mencion al uso de los bloques multi-
base de Dienes y su correspondencia con los pasos del algoritmo para potenciar
la relacion entre lo semantico y lo sintactico (informacion del documento del
curso titulado: Modelando las operaciones y los algoritmos). Posteriormente, el
grupo G11, haciendo también referencia explicita a la relacién entre el uso de
los bloques multibase y los significados al manejar los simbolos, valora cierta
falta de coherencia entre las dificultades identificadas y la propuesta de mejora
realizada, indicando:

G11 (14:25:41 01/12/2003):

Si bien es verdad, el método de Beattle es correcto para cualquier
alumno que presente dificultades en el algoritmo de la division, pero
como vosotros mismos resaltais en dos aportaciones inmediatamente
anteriores, David presenta dificultades en la resta con llevadas, y repa-
sando las pp. 6-7 del citado articulo, visionamos que se trata de un
entrenamiento en divisiones, no en la raiz del problema que ahora
nos compete, la resta con llevadas. {Ha sido una confusién vuestra y
os referfais quiza a la pagina 5?

Esta intervencion obliga al grupo G10 a clarificar su aportacion, justificando
la relacion entre lo semantico y sintactico en el aprendizaje del algoritmo de la
division.

G10 (00:31:55 02/12/2003):
Como podréis comprobar, en las paginas 6-7 de Beattle, el autor
explica de forma logica el proceso sequido en la division. El que nos
refiramos a estas paginas y no a la pagina 5 (explicacién de la resta
con llevadas) se debe a que nos consta que David tiene problemas
especificos en la realizacion de la resta con llevadas como parte del
proceso de la division.

Estas interacciones son un ejemplo de como se genero un proceso de nego-

ciacion de significados a partir de una participacion en forma de refutacion.
De esta manera, las refutaciones aparecen como mecanismo que favorece la

26 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 25, NUM. 1, ABRIL DE 2013



Maria del Carmen Penalva, Carolina Rey y Salvador Llinares

integracion y relacion de las ideas teoricas en la interpretacion del pensamiento
matematico del alumno al tener que generar aclaraciones.

Otro ejemplo del papel de las refutaciones en promover la negociacién de los
significados se centra en el papel de la aritmética informal para apoyar a supe-
rar las dificultades con los algoritmos de las operaciones con niimeros naturales.
El protocolo procede del conjunto de interacciones generadas alrededor de la
cuestion 13: ¢Qué acciones encaminadas a ayudar a David debe realizar Rosa?
Las interacciones entre tres de los grupos, a partir de la aportacion inicial del
grupo G11, se centran en la necesaria identificacion e interpretacion del origen
de las dificultades de David como paso previo para ofrecer una intervencion
didactica adecuada. Inicialmente, el G11 establece una progresién de aprendi-
zaje de los algoritmos, indicando:

G11 (18:18:22, 25/11/2003):
(..) debe volver atras, en lugar de continuar con la division, volver al
algoritmo de la resta, hasta que supera las lagunas. Para ello debe
haber identificado cual es el problema real que padece (pues ella
trabaja con la division).

El discurso no ofrece justificacion explicita de la secuencia indicada, por lo
que el grupo G5 manifiesta su disconformidad y apoya dicha disconformidad
en el papel que debe desempenar la comprension previa del sistema de nume-
racion decimal. Centrar la atencion en ayudar a David en sus dificultades en el
algoritmo de la resta con llevadas indica un proceso de integracion de la idea
de significado de las unidades y de descomposiciones multiples de los numeros
en el discurso generado. En este sentido, la intervencion del grupo G10 refuta
la aportacion inicial del grupo G5 utilizando la nocién de “descomposiciones
multiples” para identificar el nivel de compresion del sistema de numeracion
decimal de David:

G10 (13:05, 29/112003):
Nosotros planteamos que la descomposicion canonica ya la tiene
adquirida (fase 1) y estd empezando con la no candnica que no
la tiene dominada. (..) David debia saber que: 615 = 5 Centenas, 10
Decenas y 15 unidades (que es una descomposicion no canoénica, pues
utiliza digitos diferentes al numero de origen).
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En este intercambio, el planteamiento inicial del grupo G10 hace que el G5
profundice en sus argumentos relativos al desarrollo de la comprension del
sistema de numeracion decimal con intencion de hacer ver que, desde su inter-
pretacion, David solo parece comprender las descomposiciones canénicas (324
=3C+2D+5U). Para ello G5 elabora y justifica una hipétesis sobre las dificultades
que tiene David, indicando:

G5 (14:14:40, 29/1/2003):
() tiene errores cuando debe restar 31-28, lo cual podria hacerse a
través de una simple aritmética informal: de 28 a 31 van 3. Segun
Resnick, en la 19 fase de descomposicion canonica, los ninos deben
utilizar la aritmética informal, entre otras cosas utilizando el 10 como
unidad iterativa. La no utilizacion de esta aritmética informal puede
hacernos pensar que adn no haya superado esta fase.

El grupo G5 remite a la tarea de diagnéstico-intervencion (T2), concretamente
a una de las divisiones en las que David presentaba errores (1517: 4) y subraya
el papel de la aritmética informal en el desarrollo de la comprension del sistema
de numeracion decimal. En esta interaccion, considerar el uso de la aritmética
informal surge del analisis realizado por el grupo G5 de las tareas escolares
realizadas por David (T2). En este sentido, las refutaciones del grupo G5 provo-
can una progresion en la resolucion del caso con la integracion del papel de
las descomposiciones multiples de los nimeros en el aprendizaje del algoritmo.
De esta manera, la refutacién genera procesos de negociacion de significados
ya que empuja a los grupos participantes a justificar sus aportaciones con el
objetivo de intentar convencer. Es decir, el hecho de clarificar y contrastar inter-
pretaciones obliga a un uso mas preciso de las ideas tedricas, facilitando su
transformacion en instrumentos conceptuales.

DISCUSION

Esta investigacion estd centrada en identificar caracteristicas del proceso de
aprender a usar el conocimiento de didactica de la matematica en asesores
en formacion. El analisis toma como referencia las perspectivas situadas del
aprendizaje (Wells, 1999; Wenger, 1998) que consideran el aprendizaje como
un cambio en el discurso generado en la resolucion de problemas profesionales.
En esta investigacion, el contexto era resolver tareas profesionales en grupo,
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relativas a identificar e interpretar el pensamiento matematico de un alumno en
el ambito del algoritmo de la divisién y proponer propuestas de actuacion. Los
resultados obtenidos indican la manera en la que, de forma paulatina, las ideas
tedricas procedentes de la didactica de la matematica eran refinadas y usadas
por los estudiantes para asesores al realizar las tareas.

La evidencia del aprendizaje como un cambio en el discurso generado
se dio en la medida en la que los estudiantes vinculaban la evidencia de la
situacion descrita en el caso a las ideas sobre la representacion de los niime-
ros y el papel que desempenan en la realizacion de los algoritmos (el valor de
posicion y la idea de agrupamiento; la descomposicién multiple de los nimeros
y la aritmética informal). En la seccién de resultados hemos descrito ejemplos
de los cambios identificados para mostrar esta caracteristica de la forma en la
que los estudiantes estaban empezando a aprender a usar el conocimiento
en contexto, como una forma de instrumentalizacion de las ideas teoricas. Sin
embargo, algunos de los grupos no fueron capaces de superar los niveles de
uso del conocimiento que denominamos retorico. Este hecho indica que el uso
adecuado del conocimiento procedente de la didactica de la matematica en las
tareas de interpretar las dificultades de aprendizaje de los estudiantes y plani-
ficar intervenciones para ayudar a superarlas no es un proceso facil (Prieto y
Valls, 2010; Llinares y Valls, 2009). El aprendizaje en contexto como el descrito
en esta investigacion pone de manifiesto la necesidad de considerar variables
contextuales y variables personales para explicarlo.

En primer lugar, podemos asumir que las tareas profesionales propuestas
y la estructura metodologica (disefio instruccional de la plataforma) influyen
en el aprendizaje. Cabe senalar que el diseno del entorno de aprendizaje con
una estructura b-learning, que integra actividades presenciales y en linea, y
usando la metodologia de estudio de casos, ha aportado condiciones para que
se pudiera facilitar el aprendizaje al dar tiempo para generar las aportaciones
y las réplicas. En este sentido, las nuevas tecnologias estan aportando recursos
que ayudan a maximizar los procesos de interaccion entre los estudiantes y los
formadores en los programas de formacion (Borba y Llinares, 2012). Sin embar-
go, es necesario promover nuevas investigaciones en este campo, que ayuden
a identificar el potencial de diferentes tareas en los programas de formacion,
para generar contextos de interaccion que potencien el aprendizaje del uso del
conocimiento en contexto

Por otra parte, la influencia de variables personales como saber argumentar
también puede aportar informacién para explicar el aprendizaje. El mecanismo
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que ayudo a que algunos estudiantes realizaran un uso relacional de las ideas
teoricas fue la necesidad de realizar aclaraciones a sus companeros en relacion
con lo aportado previamente en el debate. Las participaciones que tomaron la
forma de refutaciones se generaron en un contexto dirigido a negociar los sig-
nificados y, por tanto, pueden ser entendidos como de busqueda de una com-
prension compartida. Estos intercambios pueden ser considerados evidencias de
la influencia en el discurso de la participacion en argumentaciones dialdgicas
—intercambio de pensamiento que desembocan en una co-construccion de
significado— (Andriessen et al, 2003). Las intervenciones pidiendo aclaraciones
y justificaciones a los argumentos propuestos dieron la oportunidad a los estu-
diantes de realizar las aclaraciones pertinentes y crearon la necesidad de tener
que particularizar los significados de las ideas tedricas al contexto especifico
descrito en el caso. Este proceso permitié que algunos grupos de estudiantes
empezaran a usar las ideas sobre el significado de la representacion de los
numeros y el papel que desempenan en la comprension de los algoritmos rela-
cionandolas con la evidencia descrita y llegando a modificar su discurso. Y esta
modificacion del discurso, como ha sido descrito en la seccion de resultados,
puede ser interpretada como evidencia del aprendizaje. Pensamos que la parti-
cipacion en los debates en linea permiti¢ crear los contextos de interaccion que
favorecieron la generacion de las condiciones (posibilidad de refutar y aclarar)
para que los estudiantes para asesores integraran las ideas como la aritmética
informal, el uso de distintos sistemas de representacion, o el papel desempena-
do por la comprension de las descomposiciones multiples de los nimeros en la
tarea de interpretar el pensamiento matematico de los alumnos. Este proceso de
integracion debe ser entendido como una manifestacion del proceso de instru-
mentalizacion de las ideas de la didactica de la matematica cuando son usadas
en contexto para la realizacion de las tareas profesionales. En este sentido, las
interacciones en forma de refutacion que generan la necesidad de aclaraciones,
estan relacionadas con las caracteristicas de las estructuras argumentativas en
un entorno en linea puestas de manifiesto en otras investigaciones, como son
el refinar garantias para apoyar una conclusién, discutir sobre como se debe
establecer una conclusion para que sea admitida, asi como poner en duda las
conclusiones (Roig, Llinares, Penalva, 2011).

Las cuestiones abiertas por la discusion de los resultados obtenidos se
convierten en lineas de investigacion emergentes que pueden aportar nuevo
conocimiento sobre el proceso por el cual los estudiantes para asesor aprenden
a usar el conocimiento para resolver tareas profesionales.
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Impacto de los cursos universitarios
en la formacion de competencias algebraicas

Abraham Cuesta Borges, Juana Elisa Escalante Vega
y Marco Antonio Méndez Salazar

Resumen: Se analizan aqui las competencias vy dificultades de estudiantes uni-
versitarios al resolver problemas de determinacion de maximos o minimos de
funciones reales enunciados verbalmente o con contexto geométrico, a partir de
las actuaciones observadas. La investigacion fue motivada por la preocupacion
de conocer si los cursos de matematicas en la universidad mejoran la com-
petencia del estudiante para expresar en lenguaje algebraico las situaciones
planteadas de forma verbal, lo cual es un prerrequisito para estar en posibilidad
de aplicar técnicas de calculo diferencial. Uno de los hallazgos mas relevantes
es que los estudiantes fracasan en la comprension cualitativa del problema y
en la transicion, no solamente del lenguaje verbal al algebraico, sino también
del pensamiento aritmético al algebraico.

Palabras clave: Competencias, dificultades, estudiantes universitarios, len-
guaje algebraico, pensamiento algebraico.

Impact of university courses in algebraic skills training formation
Abstract: This article deals with the analysis of competences and difficulties
of university students when solving problems of determination of maxima or
minima of real-valued functions with a geometrical context or verbal statement
The research has been motivated by the concern about knowing if the univer-
sity level mathematics courses improve the students’ competence of translating
verbally stated situations to algebraic language, which is a necessary requisite
to apply methods from differential calculus. One relevant finding is the fact that
students fail to understand the problem qualitatively; moreover, they fail to transit,
not only from verbal to algebraic language, but also from arithmetical to alge-
braic thinking.

Key words: Competences, difficulties, university students, algebraic language,
algebraic thinking.
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INTRODUCCION

Los programas de estudio de bachillerato de la Secretaria de Educacion
Publica (SEP) establecen que el estudiante, entre otros aspectos, debe adquirir
las siguientes competencias curriculares: “1. Construye e interpreta modelos
matematicos mediante la aplicacion de procedimientos aritméticos, algebraicos,
geométricos y variacionales, para la comprension y analisis de situaciones
reales, hipotéticas o formales. 2. Formula y resuelve problemas matematicos,
aplicando diferentes enfoques. 3. Explica e interpreta los resultados obtenidos
mediante procedimientos y los contrasta con modelos establecidos o situaciones
reales” (SEP, 2011: 10).

Sin embargo, el analisis de los resultados del examen de ingreso a la uni-
versidad hace patente que muchos estudiantes no poseen un nivel adecuado
de conocimientos. Esta evaluacion, realizada por el Centro Nacional para la
Evaluacion de la Educacion Superior (CENEVAL), permite observar que la falta
de competencias resulta mas grave en las siguientes areas: a) habilidad verbal,
donde se evalla la comprension lectora, b) habilidad matematica, donde se
evalla la capacidad para plantear, en términos matematicos, lo que se le solicita
y para aplicar herramientas de aritmética y algebra, y c) el drea de matematicas,
donde se evalua el conocimiento matematico propiamente dicho.

Investigaciones realizadas en estudiantes que inician la universidad (Cuesta,
2007; Cuesta, Deulofeu y Méndez, 2010) exhiben la existencia de dificultades
derivadas del hecho de que el estudiante no ha desarrollado la capacidad de
utilizar el concepto matematico de una manera adecuada en situaciones con-
textualizadas, aun cuando estas formen parte de sus experiencias personales
y conocimientos anteriores. La incomprension del concepto matematico (Ursini y
Trigueros, 2006; Escalante y Cuesta, 2012) persiste desde la escuela secundaria
hasta el inicio de la universidad. Los estudiantes siguen evitando cualquier
acercamiento algebraico y retornan a procedimientos de caracter aritmético,
en especial cuando el problema implica cierto nivel de razonamiento sobre las
situaciones y los diferentes contextos en que se presenta la tarea.

Lo anterior pone de manifiesto la falta de competencia del estudiante egresa-
do de bachillerato para expresar, en lenguaje algebraico, relaciones planteadas
verbalmente o desde un entorno geométrico. Ahora bien, émejora la competen-
cia después de cursar matematica universitaria? Responder a esta interrogante
requiere organizar, comparar y analizar informacion a partir de las actuaciones
de diferentes grupos de estudiantes universitarios cuando se enfrentan a la
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tarea de responder a situaciones sencillas planteadas en diferentes contextos.
Por ello, la presente investigacion tuvo por objetivo caracterizar las actuaciones
y reportar dificultades del estudiante cuando se enfrenta a la tarea de resolver
problemas aritmético-algebraicos de enunciado verbal. En concreto, se derivan
las siguientes preguntas de investigacion:

» (Existen diferencias en las actuaciones de los estudiantes que han tran-
sitado cursos universitarios de matematicas en diferentes niveles?

e Coémo influye el nivel de avance curricular del estudiante en las diferen-
cias observables al abordar problemas con distintos contextos y grados
de dificultad?

A partir de esta cuestion se examina la relacion entre el problema propuesto
(su contexto y grado de dificultad) y la actuacion mostrada por los estudiantes
de diferentes niveles de avance curricular.

» (Existen dificultades para responder de manera algebraica los problemas
planteados?

Con esta pregunta se examina si el nivel académico formal y la experiencia
previa del estudiante llegan a constituir un obstaculo para expresar algebraica-
mente los problemas propuestos.

ELEMENTOS TEORICOS

Existen diversas investigaciones en matematica educativa que abordan el estu-
dio de los problemas en el proceso de transicion de la aritmética al algebra, casi
todas ellas orientadas a los niveles preuniversitarios. En efecto, muchos estudios
(Kieran, 1981; Booth, 1984; Filloy y Rojano, 1985; Kieran y Filloy, 1989; Ursini, 1990;
Radford, 1996) ponen de manifiesto que se recurre al uso de procedimientos
aritméticos, en lugar de hacerlo al método algebraico. En ocasiones, la ense-
fanza privilegia la sintaxis algebraica con énfasis en aspectos manipulativos y
numericos vy, consecuentemente, provoca tensiones entre los significados atribui-
dos a los conceptos algebraicos en vias de construccion y los provenientes de
la aritmética (Filloy, 1991).

El trabajo parte de las ideas desarrolladas por Eugenio Filloy sobre el analisis
y clasificacion de actuaciones del modelo teorico local (MTL). Este constituye un
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marco tedrico metodoldgico para la observacion experimental, el cual explica y
da respuesta sobre los procesos que se desarrollan en una situacion dada, con
contenidos matematicos especificos y con alumnos concretos. Tiene caracter
descriptivo, explicativo y predictivo, lo que no excluye que los mismos fenémenos
puedan describirse, explicarse y predecirse mediante otro modelo (Puig, 2006).

El MTL comprende cuatro componentes interrelacionadas: a) la componente
de competencia, b) la componente de actuacién, ¢) la componente de ense-
fanza, y d) la componente de comunicacién (Filloy y Rojano, 1984; Filloy, 1999;
Filloy, Puig y Rojano, 2008). La componente de actuacion constituye un marco
propicio para identificar, describir y categorizar las actuaciones de los estudian-
tes cuando se enfrentan a tareas contextualizadas que involucran la relacion
entre variables (Fernandez y Puig, 2002; Filloy et al, 2008).

Nos referimos a las actuaciones en cuanto modos de hacer y conducirse;
es decir, las acciones observables que realiza el estudiante cuando se enfren-
ta a las demandas que se le plantean en las tareas. Su analisis “contempla
el dominio de conocimientos alcanzado, pero también estudia la riqueza de
conexiones que se establecen entre los diversos conocimientos, que muestran
su complejidad cuando se movilizan para dar respuesta a las demandas plan-
teadas” (Rico y Lupianez, 2010: 17). Las actuaciones de los sujetos reales en un
dominio concreto y circunstancias particulares pueden diferir de las que realiza
el sujeto ideal (resolutor ideal). De este modo, las actuaciones (competentes o
no) muestran las capacidades, los conocimientos alcanzados y, si las hay, las
competencias desarrolladas. El término competencia, en cambio, se define como
‘la habilidad para satisfacer con éxito exigencias complejas en un contexto
determinado, mediante la movilizacion de prerrequisitos psicosociales que inclu-
yen aspectos tanto cognitivos como no cognitivos’ (Rico y Lupiafez, 2010: 22).

Asi, la componente de actuacion constituye el marco propicio para nuestros
objetivos de investigacion: identificar y categorizar las actuaciones de los estudian-
tes, cuando se enfrentan a tareas contextualizadas que involucran la relacion entre
variables. Precisamente, en Filloy y sus colaboradores (2008) se halla una exhaustiva
explicacion de todos los elementos e interrelaciones implicados en la competencia
que posee el resolutor ideal en la solucion de problemas de enunciado verbal. De
acuerdo con el método cartesiano, el aspecto fundamental en la solucién del proble-
ma es el paso del lenguaje natural a una expresion en el lenguaje del algebra: una
ecuacion. Por tanto, en la resolucion de dichos problemas se hallan implicadas tanto
la competencia en ambos lenguajes, como la competencia en el proceso del paso de
un texto escrito en lenguaje natural a un texto escrito en el lenguaje del algebra.
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ASPECTOS METODOLOGICOS

A fin de analizar la competencia algebraica, se describen las actuaciones del
estudiante cuando se enfrenta a situaciones especificas en las que el aspecto
crucial radica en la traduccion del enunciado del problema a la expresion aritmé-
tica o algebraica (Puig y Cerdan, 1990). De este modo, identificar y categorizar las
clases de actuaciones y competencias implica, en primer lugar, evaluar las habili-
dades del estudiante en la lectura e interpretacion de enunciados (Arnau y Puig,
2005) para, posteriormente, analizar los procedimientos empleados en la solucién,
es dedir, las conductas observadas en los resolutores reales (Puig, 2008).

SUJETOS DE LA EXPERIENCIA

Se tomé una muestra de 75 estudiantes de la licenciatura en economia, repre-
sentativa de tres grupos con distintos niveles de avance curricular. Los grupos
estan diferenciados por el nivel de conocimiento impartido en clases sobre el
concepto de valor extremo (maximo y minimo) de una funcién y sobre el uso
de derivadas para resolver problemas de optimizacion. Debido a la evidente
necesidad de mantener la confidencialidad de los estudiantes, se les asigna un
codigo de referencia (ver Tabla 1).

Tabla 1. Caracteristicas generales de la muestra

L Niimero de -
Grupo de: Situacion al momento de la prueba . (ddigos
estudiantes
. Estudia cdlculo de una variable real, pero no ha estudiado problemas
Glculo | o 25 b ls
de optimizacion.
Recién estudio el concepto de méx. /min. de funciones de una variable
Gleuloll real y su resolucion con derivadas. Actualmente estudia funciones de 22 Ihs ... Il

varias variables.

Hace un afio estudid problemas de optimizacién, culminando con
Econometrfa | optimizacion restringida de funciones de varias variables por el méto- 28 Es..Bs
do del multiplicador de Lagrange.

El instrumento de evaluacion

La prueba escrita aplicada durante la investigacion consiste en cuatro problemas
contextualizados de determinacion de maximo o minimo, que se caracterizan
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por la factibilidad de su respuesta, sin necesidad de aplicar los conocimientos
de cdlculo estudiados en la universidad. Sin embargo, el nivel de interpretacion
difiere y se incrementa en el orden en que se presentan los problemas.

Problema 1: Encuentra dos numeros positivos a y b cuya suma sea 30, pero
cuya multiplicacion sea la maxima posible.

* Para su solucion se requiere un nivel muy elemental de interpretacion;
las cantidades variables que intervienen estan explicitamente dadas y las
relaciones entre ellas estan descritas verbalmente, pero haciendo referen-
cia directa a operaciones aritmeticas.

Problema 3: Un rectangulo tiene perimetro fijo de 60 cm. {Cuanto deben
medir sus lados para que el drea del rectdngulo sea lo mas grande posible?

* Requiere un nivel elemental de interpretacion. Es necesario que el estu-
diante reconozca las cantidades que determinan el perimetro y el area
de un rectangulo, asi como la relacion entre ellas. De hecho, una vez
traducido este problema al lenguaje algebraico, sera evidente que equi-
vale al Problema 1.

Problema 4: Con la finalidad de motivar a los automovilistas para que
contemplen los paisajes naturales de Veracruz, la Secretaria de Turismo del
Gobierno del estado esta planeando construir areas de camping al lado de las
carreteras. Cada una debe ser rectangular, con una superficie de 5000 metros
cuadrados (ver Figura 1). Por supuesto, el lado frontal adyacente a la carretera
no debe estar cercado. {Cudl debe ser la longitud del lado frontal a fin de que
la cantidad necesaria de malla para cercar sea minima?
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Area de Camping

Lado frontal

(arretera

Figura 1

» Este problema incluye los requerimientos del Problema 3, pero las rela-
ciones entre las cantidades involucradas son un poco mas complicadas.
Adicionalmente, en el enunciado del problema no se mencionan de

forma explicita los conceptos geométricos de perimetro y area de un

rectangulo, dejando al estudiante la tarea de descubrir la necesidad de

utilizarlos después de una interpretacion de la situacion contextualizada

descrita y de la figura auxiliar que se le proporciona.

Problema 2: Una huerta tiene actualmente 25 arboles que producen 600
frutos cada uno. Se calcula que, por cada arbol adicional plantado, la produc-
cion de cada arbol disminuird en 15 frutos. (Cuantos arboles adicionales deben

plantarse para que la produccién total de la huerta sea maxima? ¢Es realista tu

respuesta? De no serlo, équé decidirias si fueras el duefio de la huerta?

* Es el problema donde se requiere mayor esfuerzo de interpretacion
y analisis; no esta referido a conceptos de la geometria elemental, ni
hace referencia directa a operaciones aritméticas, ademas de que las
relaciones entre las cantidades involucradas son mas complicadas; sin

embargo, esta referido a situaciones tipicas dentro del area profesional

de los estudiantes de economia. Por tal motivo, en principio se espera
que los estudiantes con mayor avance curricular (grupo de econometria)
muestren mayor nivel de competencia, toda vez que poseen un acervo
de conocimientos mas amplio, y mas experiencia dentro del contexto de

sus estudios profesionales.
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Se espera que, al abordar los problemas propuestos, el estudiante utilice
cualquier procedimiento, desde resolver con operaciones aritméticas elementa-
les o con procedimientos algebraicos, hasta utilizar los métodos de optimizacion
estudiados en los cursos universitarios.

Experimento y procesamiento de datos

La prueba escrita se realizd durante dos horas dentro del horario de clases de
cada grupo, bajo las siguientes orientaciones: a) utilizar cualquier procedimiento
de solucion, b) no borrar ninguna respuesta escrita, y ¢) que, en caso de no
responder, se escriban las causas. Posteriormente, se realizd una revision de
las respuestas escritas, con la finalidad de clasificar y comparar las diferentes
actuaciones y dificultades de los estudiantes de los tres grupos.

La revision de las respuestas escritas permitié conocer las diferentes actua-
ciones (acciones observables) que realizan los estudiantes. Aunque las respues-
tas seran tratadas en el andlisis de cada uno de los problemas propuestos, se
clasifican en las siguientes categorias:

Aritmética: Se aborda el problema con procedimientos de tipo aritmético,
experimentando con valores que satisfagan las condiciones establecidas, segui-
do de operaciones elementales que conducen o no a una solucion correcta.

Algebraica: A partir del contexto verbalmente planteado o de la solucion arit-
mética, se procura expresar una relacion algebraica entre las cantidades desco-
nocidas y las relaciones implicadas en el problema, a partir de la cual se podria
llegar a una solucion, correcta o incorrecta, por procedimientos de optimizacion
que provienen del calculo diferencial de una o dos variables.

Incomprension: La actuacion del estudiante manifiesta una total o parcial incom-
prension del contexto del problema o de las condiciones y relaciones implicadas.

Cabe destacar que las categorias no son excluyentes; es decir, se encuen-
tran casos de estudiantes que, aun desarrollando una actuaciéon aritmética o
algebraica, manifiestan incomprension del contexto del problema. También se
presentan casos de estudiantes que desarrollan una actuacion aritmética v,
ademads, una actuacion algebraica.

LA ENTREVISTA

Se seleccionaron los estudiantes de cada grupo que habrian de participar en las
entrevistas individuales. Las entrevistas se realizaron una semana después de
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la prueba escrita, en un ambiente de intercambio de ideas entre el estudiante y
el entrevistador, para analizar las diferentes maneras de abordar los problemas
propuestos. El instrumento consiste en un conjunto de preguntas de caracter no
estructurado, que tienen por objetivo profundizar en el conocimiento que posee
el estudiante sobre los problemas.

Con esta finalidad, se decide elegir, del conjunto de sujetos en estudio, una
muestra de solo 16 estudiantes (ver Tabla 2), seleccionada bajo el criterio de que
sus respuestas aporten nuevos elementos acerca de sus dificultades y modo de
actuar. Las entrevistas fueron grabadas en audio con dos propositos: en primer
lugar, para obtener datos adicionales sobre la actuacion utilizada (de acuerdo
con la clasificacién anterior); y mas importante, para conducir al estudiante, en
caso necesario, hacia el uso de expresiones algebraicas que le permitan llegar
a la solucion.

Tabla 2. Cantidad de estudiantes entrevistados por grupo

Grupo de: Niimero de estudiantes:
Gleulo | 5
(lculo 1l 5
Econometria 6
TOTAL 16

DISCUSION DE RESULTADOS

A continuacion se describen los principales resultados sobre las actuaciones y
dificultades de los 75 estudiantes que participaron en la prueba, complementa-
dos con algunas observaciones resultantes de las entrevistas realizadas a 16 de
ellos. Por cada problema se muestra una tabla con el porcentaje de aciertos y
las actuaciones observadas, con independencia de que conduzcan o no a una
respuesta correcta. Los problemas se analizan en orden creciente con respecto
al nivel de interpretacion requerido, segun se establecié en la seccion de aspec-
tos metodologicos.

ANALISIS DE ACTUACIONES Y DIFICULTADES EN EL PROBLEMA 1
Se observa que, con aritmética elemental, un gran nimero de estudiantes deter-

mina que los nimeros que permiten resolver el problema son a =15y b = 15
sin embargo, se presentan respuestas incorrectas (ver Tabla 3) debido a una
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interpretacion inadecuada de la situacion. En efecto, algunos estudiantes no
aciertan dado que, en la frase “dos numeros positivos a y b, interpretan que
ambos numeros deben ser diferentes y enteros concluyendo, en consecuencia,
que a=16y b= 14 o viceversa.

Tabla 3. Porcentajes de aciertos y actuaciones en el Problema 1

. 5 Porcentaje de alumnos que exhiben la actuacion
Grupo Porcentaje de aciertos —— - —
Aritmética Algebraica Incomprension
Clculo| 9% 100 0 4
Glculo |l 86.4 100 9 36
Econometria 89 100 10.7 11

La mayoria de los estudiantes de los tres grupos respondié de manera arit-
mética. Durante la entrevista se pregunta: ‘‘como llegas a la conclusion de que
los nimeros son a = 15y b =157,y las respuestas son: “por tanteo’, “‘compro-
bando con varios calculos” o “realizando tabla de valores’. Algunos estudiantes,
después de mostrar una actuacion aritmética, recurren a una algebraica. Un
ejemplo es la actuacion del estudiante Il,, quien culmina con una justificacion
analitica de la respuesta correcta.
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Figura 2. Respuesta del estudiante Il,; al Problema 1

De los porcentajes de respuestas acertadas se puede inferir cierto grado de
homogeneidad entre los tres grupos; sin embargo, los estudiantes de Calculo |
y Il presentan porcentajes menores de incomprension que los de econometria.
Esto puede deberse a su cercania temporal con los estudios preuniversitarios,
en los que frecuentemente se abordan situaciones similares a la planteada
con herramientas aritméticas elementales; mientras que algunos estudiantes
de econometria intentan abordar el problema con procedimientos sofisticados
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adquiridos en sus estudios universitarios, como se muestra en la respuesta del
estudiante Es,.

Mea Talb!l slal loltk =30
Litlab =20 30/=ath)
=2 34 SN 9 g BE
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Figura 3. Respuesta del estudiante Es; al Problema 1

En el afan de detectar dificultades para responder algebraicamente, duran-
te la entrevista se pregunta: “dse puede demostrar matematicamente que los
numeros son a = 15y b =15 o0 “ése puede expresar o llegar a la solucion de
manera algebraica?” Muchos estudiantes, aun teniendo una solucién aritméti-
ca correcta, no son capaces de transferir dicho conocimiento a una expresion
de tipo algebraico. Resultd que, de los 16 entrevistados, solo un estudiante de
econometria logra plantear el problema algebraicamente. El resto proporciona
respuestas del tipo ‘no recuerdo’, “no entiendo cémo’, o “‘no sé plantearlo’, las
cuales evidencian la existencia de obstaculos para transferir el problema y su
solucion aritmética, al lenguaje algebraico. En sintesis, los estudiantes son inca-
paces de transferir el conocimiento aritmético que tienen acerca del problema a
una expresion algebraica, aun cuando en el propio enunciado de este existen
elementos discursivos que coadyuvan a la construccion algebraica.
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ANALISIS DE ACTUACIONES Y DIFICULTADES EN EL PROBLEMA 3

Un gran numero de estudiantes no acierta a responder.

Tabla 4. Porcentajes de aciertos y actuaciones en el Problema 3

. . Porcentaje de alumnos que exhiben la actuacion
Grupo Porcentaje de aciertos — : =
Aritmética Algebraica Incomprension
Glculo | 8 56 0 44
Glculo 1l 45 545 45 4
Econometria 11 60.7 36 64.3

La primera causa de falencia es, precisamente, la incomprension del contexto
geométrico, de los conceptos involucrados (perimetro y area) o de la relacion
existente entre ambos. Tales rasgos de incomprension se ejemplifican en la
respuesta del estudiante I,

52 P= 6Ocm

Emkm no se e es lo que flemo que fawr
Yot al p0  rewed alpng;  pimy jng e Sceo! & pwrimet
pora &bt wardh | de | ool Ladb.

Figura 4. Respuesta del estudiante I,; al Problema 3

El mismo sujeto, en el siguiente fragmento de entrevista, muestra algun
matiz de actuacion algebraica, a pesar de la cual prevalece la incomprension:

PROFESOR:
ESTUDIANTE I:

¢Qué no entiendes en este problema?

Es que debo checar cuanto mide cada lado, para que el perimetro sea
60 y no recuerdo cébmo hacer para sacar cada lado.

Tu problema es que no sabes cémo separar 60 en cuatro valores; sin
embargo, en el primer problema puedes separar 30 en dos valores.
¢No te parece que basicamente debes hacer como en el Problema
1?

ESTUDIANTE |;: Si.

PROFESOR:
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PROFESOR: Pero tienes otra condicion, icudl es?
ESTUDIANTE I;:  Que el area sea lo mas grande, pero no entiendo como.

En segundo lugar, este estudiante, por una actuacién aritmética que, si bien
surge de la comprension de los conceptos de perimetro y area, no aporta una
respuesta correcta debido a sus concepciones acerca de los rectangulos y los
cuadrados. En efecto, el estudiante no reconoce que los valores que maximizan
el area son 15 y 15. Resulta interesante que la totalidad de los estudiantes
entrevistados responda que los valores que maximizan el area son 16 y 14 (o
viceversa), y que durante la entrevista se responda:

PROFESOR: ¢No puede ser 15 en cada uno de los lados?

ESTUDIANTE: No, porque entonces serfa un cuadrado, y no un rectangulo, como se
expresa en el problema.

PROFESOR: ¢Qué es un rectangulo?

ESTUDIANTE: Una figura con dos pares de lados iguales, pero unos son mayores
que otros, 0 la base mayor que la altura.

PROFESOR: ¢Entonces, un cuadrado es un rectangulo?

ESTUDIANTE: No, porque en el cuadrado todos los lados son iguales.

PROFESOR: éComo se halla el drea de un rectangulo?

ESTUDIANTE: Base por altura.

PROFESOR: ¢Como se halla el drea de un cuadrado?

ESTUDIANTE: Lado por lado.

Con independencia del grado de avance, las respuestas en los tres grupos
ponen de manifiesto que no se tienen definiciones correctas de las figuras, al
punto que algunos estudiantes no pueden responder a preguntas como: “Qué
significa la palabra cuadrilatero?” o “dqué significa la palabra rectangulo?” Cabe
destacar que la dificultad conceptual va acompanada de los prototipos visuales
que se tienen sobre el cuadrado (“el que tiene cuatro lados iguales’) y el rectan-
gulo (“el que tiene la base mayor que la altura”).

En resumen, se pudo comprobar que no se tiene la competencia necesaria
para trasladar los resultados obtenidos (aritméticos) a expresiones algebraicas,
porque se desconoce la relacion existente entre los conceptos de perimetro y
area. Un ejemplo se halla en la respuesta del estudiante |, confirmado por el
subsecuente fragmento de entrevista.
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Figura 5. Respuesta del estudiante I;s al Problema 3

PROFESOR: ¢Puedes representar algebraicamente las condiciones del problema?

ESTUDIANTE |y No, me costaria mucho trabajo.

PROFESOR: ¢Puedes simbolizar cada lado de la figura y tratar de expresar las
condiciones? Intenta expresar primero el area y luego el perimetro.

ESTUDIANTE: Es lo complicado, si tengo valores lo puedo hacer, pero plantearlo me

cuesta trabajo.

En cambio, la actuacion algebraica se halla en las respuestas de pocos estu-
diantes (ver Tabla 4); un ejemplo es la respuesta del estudiante Il

o YT = - —-‘

B ; '\' ¥ = ‘s—*—wﬂ—»*«—“- |

Figura 6. Respuesta de Il,; al Problema 3

Los porcentajes de incomprension muestran lo complicado que resulta a
los estudiantes de los tres grupos entender el contexto geométrico de este pro-
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blema. En los estudiantes avanzados (grupo de econometria) se halla el mas
alto promedio de aciertos, pero son ellos quienes manifiestan también el mayor
porcentaje de incomprension (ver Tabla 4), debido quizads a que se encuentran
mas alejados, temporalmente, de los cursos (en secundaria y bachillerato) en
los que se suelen abordar situaciones geomeétricas de este tipo. Esta situacion
se complica por la tendencia del estudiante avanzado a utilizar herramientas
sofisticadas estudiadas en la universidad que, independientemente de su perti-
nencia, no siempre fueron bien comprendidas.

Asi, el nivel académico formal no ha implicado un aprendizaje significativo;
el nuevo conocimiento adquirido en los cursos avanzados se transforma mas
bien en un obstaculo para la comprension del contenido de los problemas y
para el transito de los lenguajes (comun y aritmético) al algebraico.

ANALISIS DE ACTUACIONES Y DIFICULTADES EN EL PROBLEMA 4

En la actuacién de muchos estudiantes (ver Tabla 5) se observa incomprension
de las condiciones verbalmente planteadas.

Tabla 5. Porcentajes de aciertos y actuaciones en el Problema 4

5 . Porcentaje de alumnos que exhiben la actuacion
Grupo Porcentaje de aciertos — - —
Aritmética Algebraica Incomprension
Glculo | 4 12 0 88
Glculo Il 36.4 274 9 63.6
Econometria 31 50 8 42

A causa de una lectura inadecuada del enunciado, o por el desconocimiento
sobre los conceptos implicados en la tarea, surgen respuestas como:

[Suw = 30.3] .
L(J()(\ UQILUCGM Juc/ 6 F1.31]
Lojrc,vm les 4. 37

Figura 7. Respuesta del estudiante Il al Problema 4
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Figura 8. Respuesta del estudiante l, al Problema 4

Tendencia que luego se manifiesta otra vez en este fragmento de entrevista

al estudiante |,;:

ESTUDIANTE |;:

PROFESOR:
ESTUDIANTE 1:

PROFESOR:

ESTUDIANTE |;:
PROFESOR:

ESTUDIANTE I;:
PROFESOR:

ESTUDIANTE 1;:

Se supone que son 5000 metros cuadrados [senala la Figura 1].. el
lado frontal no se debe cercar.

No, no se puede cercar,

Es un rectangulo... {Se puede decir que su area es de 5000 metros
cuadrados?

Si.

No, no entiendo.

Observa, se desea colocar malla a estos tres lados [senala la Figura
1], pero se desea que la cantidad de malla sea la menor posible; si el
area debe ser 5000 metros cuadrados, {qué valores podrian ser?

No sé.

Bien, supongamos que damos valores de 1000 al lado frontal y 5 al
lado lateral, écomo calculas el perimetro?

Lado por lado.

En otros casos, la actuacion se limita a una operacion aritmética, consistente
en proponer dos valores cuya multiplicacion sea 5000, y no mas; esta situacion
es causada por la desconexion existente entre los conceptos de perimetro y
area. Se pudo comprobar que 7 de los 16 estudiantes entrevistados responden,
acertadamente, que el lado frontal debe ser de 100 metros y el ortogonal de 50
metros, pero solo dos pueden verificar (de manera aritmética) que la cantidad
necesaria de malla sea minima. Un ejemplo es la respuesta del estudiante Il

50
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Figura 9. Respuesta del estudiante 1128 al Problema 4

Este estudiante luego manifiesta en la entrevista:

PROFESOR: ¢Como llegas a esta respuesta?

ESTUDIANTE I, Multiplicando con la calculadora, para que me diera 5000, tomé algu-
nas variantes.

PROFESOR: éPero como determinas que deben ser 100 y 50?

ESTUDIANTE I,z Realicé algunas variantes, incluso con nimeros no enteros, y fui cal-
culando la cantidad de malla. Al final llegué a la conclusiéon que debe
ser la respuesta correcta.

Los resultados ponen en evidencia que no existe una mejora en el porcen-
taje de aciertos de los estudiantes de econometria (31%) en relacion con los
de Calculo Il (36.4%), aunque ambos grupos mejoran en relacion con el de
Calculo | (4%). Si bien es cierto que la incomprension disminuye con mayores
niveles de avance curricular (ver Tabla 5), no se incrementa en igual medida el
porcentaje de actuaciones algebraicas. Se pudo constatar que los estudiantes
que comprenden, sin importar cual sea su nivel académico, exhiben actuaciones
aritmeéticas. Resulta relevante que, de los 16 entrevistados, solo un estudiante (el
sujeto 1,, del grupo de Calculo 1) logra, guiado por las preguntas del entrevista-
dor, una expresion algebraica del tipo C=(500/ x)( 2 ) + x.

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 25, NUM. 1, ABRIL DE 2013 51



Impacto de los cursos universitarios en la formacion de competencias algebraicas

= 500°
] (xx) " oo %48

(= [5000/9’)(3)) + X
Figura 10. Respuesta del estudiante 122 al Problema 4 (fragmento)

ANALISIS DE ACTUACIONES Y DIFICULTADES EN EL PROBLEMA 2

Una situacion latente en las respuestas escritas es la incomprension del enun-
ciado o de las condiciones del problema (ver Tabla 6). La inmensa mayoria de
los estudiantes puede determinar que la produccion total actual es de 1500
frutos (resultado al que arriban mediante la multiplicacion 600 x 25), pero se
genera un serio conflicto que inicia con la total incomprension de la frase “por
cada arbol adicional plantado, la produccion de cada uno disminuira en 15 fru-
tos’, e incluye la inadecuada interpretacion de la naturaleza de la dependencia
de la produccién total con respecto al nimero de arboles plantados.

Tabla 6. Porcentajes de aciertos y actuaciones en el Problema 2

X . Porcentaje de alumnos que exhiben la actuacion
Grupo Porcentaje de aciertos — - —
Aritmética Algebraica Incomprension
Clculo| 28 36 4 68
Glculo 1l 36.4 318 9.1 50
Econometria 393 321 7.1 46.4

En el grupo de econometria se halla el mayor nivel de aciertos, porque la
situacion planteada y las relaciones que en ella se establecen son mas familia-
res y cercanas al estudiante avanzado de esta materia, que a los estudiantes de
Calculo l'y Il. Ademas, el estudiante de econometria deberia poseer, debido a su
avance curricular, mas herramientas para dar solucion al problema. Obsérvese
que el nivel de comprension no mejora de manera significativa en los estu-
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diantes avanzados, como tampoco resultan estos ser los mas competentes en
la aplicacion de procedimientos algebraicos.

La realidad es que existe un alto nivel de incomprensién en los tres grupos
de estudiantes, provocado por la falta de competencia en el lenguaje comun y
en el lenguaje propio del campo de estudios profesionales, tal y como se mues-
tra en las respuestas de los estudiantes E,s y Il
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Figura 11. Respuesta del estudiante Essal Problema 2
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Figura 12. Respuesta del estudiante Il al Problema 2

En otros casos, y como resultado de una comprension del contexto y de las
condiciones del problema, la actuacion utilizada es aritmética (ver Tabla 6). Un
ejemplo es la respuesta del sujeto Il
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Figura 13. Respuesta del estudiante Il;, al Problema 2

Ahora bien, la cuestion relevante es: {poseen estos estudiantes la competen-
cia para trasladar dicho conocimiento aritmético a una expresion algebraica?
Durante la entrevista, solo cuatro estudiantes logran, bajo la guia del entrevis-
tador, escribir la expresion algebraica del tipo P = (25 = x)(600 - 15x). Para el
resto, la tarea de trasladar el conocimiento que se tiene sobre el problema a
una expresion algebraica derivd en un serio conflicto, como se muestra en el

siguiente fragmento de entrevista.

PROFESOR: ¢Como expresar algebraicamente los resultados aritméticos?

ESTUDIANTE Il;:  Con una regla de tres.

PROFESOR: é{Como podemos llegar al resultado con una regla de tres?

ESTUDIANTE Il;,:  Por 25 arboles se producen 600 frutos.. Se me dificulta encontrar la
cantidad.

PROFESOR: Observa la primera columna de tus resultados aritméticos; estas incre-

mentando la cantidad de arboles de uno en uno, mientras que en la
segunda columna disminuyes de 15 en 15.Y después multiplicas los
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resultados de ambas columnas. éPodemos, de cada columna, obtener
una expresion matematica y luego multiplicar?
ESTUDIANTE Il5,:  Si.
PROFESOR: ¢Como? éPor qué no llamamos x a la variable incrementada?
ESTUDIANTE Il;:  No, no sé como hacerlo.

En otros casos, los estudiantes intentan proponer una solucion de tipo
algebraica, que no refleja comprension del problema, como se muestra en la
respuesta del estudiante Es,. En él puede observarse una inclinacion hacia el
uso de formalismos a los que ha estado expuesto durante sus cursos univer-
sitarios de matematica y economia, pero con una completa incomprension del
significado de los mismos.

Mox 600x -15x =0

6o0) =15% |
\Savkslaa e dabe Serobroy
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Figura 14. Respuesta del estudiante E_ al Problema 2

En el siguiente fragmento de entrevista obsérvese, primero, la incomprension
de la situacion verbalmente planteada y, posteriormente, la dificultad para tras-
ladar el conocimiento aritmético a una expresion algebraica.

PROFESOR: En tu respuesta escrita, (qué significa x ?
ESTUDIANTE Es;:  La cantidad de arboles adicionales, menos 15 que disminuye por cada
arbol adicional.

PROFESOR: ¢Cudl serfa la produccion si se plantan x arboles adicionales?
ESTUDIANTES,: Seguin yo, debe ir disminuyendo la produccion.

Profesor: Por ejemplo, ¢si se plantan 26 arboles?

ESTUDIANTES,: Seria 26 x 585.

PROFESOR: ¢Si se plantan 277
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ESTUDIANTE;,: Seria 27 x 570.

PROFESOR: Observa que, a medida que incrementas un arbol, la produccién
disminuye en 15; la pregunta es, ccomo se puede expresar algebrai-
camente?

ESTUDIANTEs,;: Seria como... [No responde].

PROFESOR: Bien, llamemos x a la cantidad de arboles adicionales.

ESTUDIANTEs,: [Escribe la expresion: 25 + x = 600 - 15x].

PROFESOR: ¢Por qué igualas tales expresiones? Estds igualando cantidad de arbo-
les a cantidad de frutos.

ESTUDIANTE,: [No respondel.

PROFESOR: Tienes que 25 + x es la cantidad de arboles, (qué debemos hacer para

obtener la produccion total?
ESTUDIANTEs,: Este.. [Sefala la expresion 600 - 15x].. El numero de arboles.

PROFESOR: ¢Por qué lo debemos multiplicar?
Estudiantes,: Por 25 + x.
PROFESOR: Muy bien, observa que la expresion [escribe (25 + x)(600 - 15x)] satis-

face los calculos anteriores.

ESTUDIANTE;;: Si, ya entiendo.

PROFESOR: éComo calcular la produccion maxima? Es decir, icuantos arboles
adicionales maximizan la expresion?

ESTUDIANTE;,: Sacando el valor de x.

En resumen, el analisis de los cuatro problemas arroja evidencias de que la
competencia para plantear algebraicamente las situaciones no puede atribuirse
a los cursos de matematicas recibidos en la universidad. En lo relativo al nivel de
comprension de las situaciones verbalmente planteadas, no existen diferencias
significativas entre los grupos; cursar matematicas avanzadas en la universidad
no garantiza que se comprenda mejor la naturaleza de las relaciones existentes
entre los datos y las incégnitas.

Los cursos universitarios resultan en ocasiones insuficientes, debido a que
el estudiante arriba a ellos sin un conocimiento consolidado de la matematica
elemental, y sin haber desarrollado la capacidad de utilizar el nuevo conoci-
miento de manera flexible en situaciones o problemas que formen parte de sus
experiencias personales y conocimientos anteriores. Se manifiesta la tendencia
a imaginar determinados prototipos visuales que resultan contraproducentes si
no se tiene una construccionladecuada del concepto.
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CONCLUSIONES Y REFLEXIONES ADICIONALES

El estudio tuvo como objetivo analizar las actuaciones y competencias algebrai-
cas de tres grupos de estudiantes universitarios con diferentes niveles de avance
formal dentro de la misma licenciatura. Aun cuando analizar las dificultades de
comprension lectora no fue uno de los propositos de investigacion, se constato
que la primera dificultad emerge, precisamente, de la incomprension del enun-
ciado o del contexto del problema, situacion que varia dependiendo del nivel de
complejidad de los problemas propuestos y del instrumental matematico que el
estudiante considera disponible y pertinente.

En los problemas que requieren un nivel elemental de analisis (problemas
1y 3), el estudiante menos avanzado (de los grupos de Calculo | o II) muestra,
de manera relativa, mayor comprension que el estudiante mas avanzado (del
grupo de econometria) a causa de que se utiliza aquello que se recuerda mejor:
a) el menos avanzado, lo que estudid hace relativamente poco tiempo (de 3 a
6 meses) en los cursos preuniversitarios, y b) el estudiante avanzado, las herra-
mientas sofisticadas estudiadas recientemente en la universidad que, a causa
de la propia incomprension, no le permiten llegar a una solucion.

Contrastando con esto, en los problemas que requieren de ‘mds conoci-
miento” (problemas 2 y 4), se invierten los resultados. El estudiante del grupo
de econometria obtiene mejores resultados debido al uso de algunos proce-
dimientos algebraicos estudiados en la universidad, lo cual no significa que
necesariamente comprenda mejor los problemas; tan solo que se vale de mas
recursos de caracter procedimental.

Una segunda dificultad es causada por las concepciones sobre los concep-
tos geométricos de cuadrado y rectangulo. Muchos estudiantes se caracterizan
por asociarlos a las imagenes visuales (prototipos) que se han utilizado en el
proceso de ensenanza como ejemplos clarificadores para exponer un modelo
sobre dichos conceptos, pero el resultado es que los estudiantes universitarios
entienden por rectangulo: “una figura con dos pares de lados iguales, pero
unos son mayores que otros, o la base mayor que la altura” y por cuadrado: “el
que tiene todos los lados iguales, o la base igual a la altura’. De este modo, la
propia figura se ha constituido en un obstaculo para la construccion adecuada
del concepto.

En tercer lugar destaca el uso generalizado de procedimientos aritméticos,
de naturaleza instrumental y memoristica, sin la competencia para transferir
dicho conocimiento (sobre el contexto y su solucion aritmética) a una expresion
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algebraica. Sin importar el nivel de avance en la universidad, se recurre por igual
al uso de estos procedimientos con una fuente de significado muy limitada, que
no resulta suficiente para aplicar procedimientos de generalizacion algebraica.
En las entrevistas a varios estudiantes se observaron conflictos para trasladar las
ideas expresadas en lenguaje aritmético al lenguaje algebraico, precisamente
porque no se tiene la habilidad para establecer la relacion entre los diferentes
sistemas de representacion; en algunas situaciones (por ejemplo en el Problema
2) se genera un serio conflicto -incluso recibiendo el estudiante sugerencias
directas del profesor- para llegar a una solucién de tipo algebraica.

Asi, y con independencia de los propositos educativos de la SEP y de la
propia universidad, se hallaron indicios relevantes sobre la existencia de dificul-
tades comunes en los tres grupos de estudiantes. Los hechos observados son:

* El estudiante no posee competencia para comprender textos aritmético-
algebraicos de enunciado verbal; es decir, no existe una lectura analitica
del enunciado del problema que lo reduzca a una lista de cantidades y
de relaciones entre cantidades, coincidiendo con lo encontrado por Filloy
y sus colaboradores (2008).

* El nivel de conocimiento sobre el contexto geométrico es tan elemental,
que se desconoce incluso la relacién existente entre las magnitudes (peri-
metro y area) a que se hace mencién en algunos de los problemas.

* No se muestra la competencia para transferir la solucion aritmética del
problema al lenguaje algebraico.

» No se muestra la competencia para expresar, en lenguaje algebraico, las
relaciones planteadas verbalmente o desde el entorno geométrico.

* Existe una tendencia a utilizar formalismos de tipo algebraico, descon-
textualizados y no comprendidos, que no son utiles al estudiante en la
solucion de los problemas.

Los estudiantes de econometria presentan los mismos problemas de com-
prension lectora que los estudiantes de Calculo |y Il salvo en el Problema 2, en
el cual responden ligeramente mejor, porque estan mas familiarizados con el
contexto. Los resultados comparativos entre los estudiantes de los tres grupos
ponen de manifiesto un hecho: el nivel académico formal no ha implicado un
aprendizaje significativo; el uso de las nuevas herramientas, adquiridas en los
cursos avanzados, no implica que exista mayor comprension del contenido de
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los problemas, como tampoco es determinante en la competencia para transferir
de los lenguajes comun vy aritmético al algebraico.

Los resultados son similares con los reportados por otras investigaciones
situadas en el marco del MTL Existen coincidencias, por citar algunas, con Filloy
y Rojano (1985); Kieran y Filloy (1989); Ursini (1990) y Radford (1996), que resal-
tan el uso de procedimientos aritméticos en lugar del método algebraico; con lo
expuesto en la investigacion de Filloy y Rojano (1991) sobre las dificultades en
la transicion de la aritmetica al algebra y en la traduccion del lenguaje natural
al algebraico; también hay coincidencia con la investigacion de Fernandez y
Puig (2002) sobre las implicaciones que tiene la forma de interpretar el proble-
ma en las actuaciones del estudiante, y con Butto y Rojano (2009) respecto al
nivel de pensamiento prealgebraico de los estudiantes, que no permite procesos
de generalizacion significativos.

Cabe mencionar que las investigaciones antes referidas se realizaron en los
niveles preuniversitarios. En este trabajo se muestra que los estudiantes univer-
sitarios presentan dificultad para comprender la estructura general del problema
a partir de las cantidades (conocidas y desconocidas). Y pone de manifiesto que
el nivel de avance curricular en la propia universidad no mejora el proceso de
transferencia de ideas expresadas en lenguaje aritmético al lenguaje algebraico.

En resumen, las actuaciones y dificultades mostradas en esta investigacion
ponen de manifiesto la existencia de un problema relacionado con el nivel de
conocimiento con el que los estudiantes ingresan a la universidad. Mas alla de
las carencias relativas a las técnicas, se constata que conceptos fundamenta-
les no han sido construidos de manera satisfactoria en la propia universidad,
lo cual constituye un obstaculo para abordar analiticamente el estudio de la
matematica universitaria.
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Una propuesta de uso de un Classroom
Response System (CRS) para promover clases
interactivas de Calculo en la universidad

José Ignacio Barragués, Adolfo Morais, Maria Juncal Manterola
y Jenaro Guisasola

Resumen: La concepcion actual de lo que significa ensenar y aprender Mate-
maticas sostiene que los estudiantes deben aprender construyendo activamente
nuevos significados a partir de la experiencia y el conocimiento previos. Esta
concepcion exige realizar un seguimiento del aprendizaje y de las tareas rea-
lizadas, desarrollar en el aula actividades que permitan poner en practica los
conceptos clave en problemas practicos, etc. En este contexto, los Classroom
Response System (CRS) estan investigdndose por su potencial para mejorar la
comunicacion entre el profesor y los estudiantes. En el presente estudio se des-
cribe el modo en que se ha implementado y evaluado un CRS en la Universidad
del Pais Vasco (Espana) para la ensefianza de Célculo en estudios de Ingenieria
con grupos amplios de estudiantes. Los estudiantes valoraron positivamente la
ensenanza recibida y, ademas, se observd una ganancia media normalizada
en el aprendizaje significativamente superior a la obtenida por un grupo de
estudiantes que recibié una ensenanza convencional.

Palabras clave: Clickers, CRS, Classroom Response System, aprendizaje signi-
ficativo, peer instruction, calculo, resolucion de problemas, ABP.

A proposal of using a Classroom Response System (CRS) to promote interac-
tive Calculus lessons at the University

Abstract: The current conception of what means to teach and to learn
Mathematics holds that students must learn constructing actively new meanings
from experience and previous knowledge. This conception demands a follow-up
of the learning and of the completed tasks, to develop in the classroom activities
that allow putting in practice key concepts in practical problems, etc. In this con-
text, the Classroom Response System (CRS) is being investigated by its potential
to improve the communication between the teacher and the students. This study
describes the educational strategies put in practice at the UPV/EHU (Spain), for
the education of Calculus in Engineering studies, using a CRS to facilitate the
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interaction with large groups of students. The results show that students valued
positively the received education. In addition, it was observed a significantly
superior average normalized gain in the learning to that obtained by a group of
students that received a conventional education.

Key words: Clickers, CRS, Classroom Response System, significant learning,
peer instruction, calculus, problem solving, PBL.

Fecha de recepcion: 2 de abril de 2012. Fecha de aceptacion: 7 de enero de 2013.
INTRODUCCION

Cadlculo es una asignatura que tiene un contenido similar en los diversos gra-
dos de Ingenieria de la Universidad del Pais Vasco y de otras universidades
espanolas. Se trata de una asignatura anual dedicada al Calculo Diferencial e
Integral, donde gran parte del temario es ya conocido por los estudiantes porque
la operativa con funciones elementales, derivacion e integracion de funciones de
una variable forman parte de los programas de Matematicas de Ensenanza
Secundaria Obligatoria y de Bachillerato en Espana. En los estudios de Ingenieria
se completa el curriculo incluyendo algunos temas avanzados clasicos de un
programa de Analisis Matematico para Ingenieria. Tradicionalmente, el profesor
introduce de manera formal los contenidos matematicos, ilustra los conceptos
y procedimientos con ejemplos y ejercicios de aplicacion y, por ultimo, evalua
el aprendizaje de los estudiantes mediante ejercicios-tipo similares. Franke,
Kazemiy Battey (2007) indican que este patron de discurso en el aula es el mas
ampliamente extendido, y lo caracterizan del siguiente modo: el profesor explica
los procedimientos que deben aplicarse, muestra las direcciones a sequir y los
posibles errores, todo ello requiriendo muy poca interaccion con el estudiante y
entre los propios estudiantes. Dentro de este modelo no se emplaza a los estu-
diantes a explicar sus ideas, ni se debate acerca de las ideas incorrectas; no hay
oportunidades para hacer conjeturas ni buscar consensos acerca de las ideas
matematicas. La tarea matematica que se propone a los estudiantes consiste en
memorizar y aplicar procedimientos ya elaborados para calcular respuestas, mas
que en profundizar en el significado de los conceptos (Spillane y Zeuli, 1999).
La concepcion actual de lo que significa ensenar y aprender Matematicas se
enfrenta a la citada vision simple, instrumental, de la formacién matematica. Los
estandares actuales coinciden en que los estudiantes aprenden Matematicas
construyendo activamente nuevos significados a partir de la experiencia y el
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conocimiento previos, y para facilitar esa construccion, recomiendan la realiza-
cion de actividades destinadas a que tomen conciencia de sus conocimientos
y estrategias informales, concediendo especial importancia a la resolucién de
problemas, al desarrollo del razonamiento y a la argumentacion. Los estudian-
tes deben trabajar en un entorno que les anime a construir Matematicas de
forma activa y a aprender a comunicarse mediante Matematicas como forma
de pensar y de dar sentido a su entorno; a valorarlas en su papel dentro de los
asuntos humanos; a explorar, predecir, cometer errores y corregirlos, para ganar
confianza en su propia capacidad de resolver problemas complejos; a experi-
mentar situaciones abundantes y variadas que les permitan adquirir competen-
cia matematica (NRC, 1995; NCTM, 2000). Sin embargo, como indican Franke y
sus colaboradores (2007), encontrar el modo de proporcionar a los estudiantes
un entorno de trabajo tan exigente es algo complejo y no bien caracterizado
en la bibliografia. Lampert (2001) describe algunas de las multiples dificultades
a las que el profesor debe hacer frente: el elevado numero de estudiantes pre-
sentes en el aula, que supone un desafio para el establecimiento de buenas
practicas de ensenanza; analizar el conocimiento previo de los estudiantes y
sus concepciones alternativas; mantener la motivacion y la atencion de modo
permanente; conocer sus opiniones e involucrarles de forma significativa en
el trabajo; realizar un sequimiento del aprendizaje y de las tareas realizadas;
desarrollar en el aula actividades que permitan poner en practica los conceptos
clave, etc. El profesor debe proporcionar a cada estudiante oportunidades para
mostrar sus ideas acerca de los problemas que se estan resolviendo pero, simul-
taneamente, animarle a que atienda y cuestione las vias de solucién propuestas
por los demas. Pero, como senala Ball (1993), al mismo tiempo el profesor es res-
ponsable de que los estudiantes desarrollen el conocimiento matematico y una
disposicion favorable hacia las Matematicas. Frente a todas estas exigencias, no
es de extranar, como apuntan Franke y sus colaboradores (2007), que el descrito
modelo tradicional de ensenanza y aprendizaje contintie siendo prevalente.

Ya se ha indicado que encontrar modos de definir entornos de trabajo
que favorezcan un aprendizaje profundo no es algo bien caracterizado en la
bibliografia. De hecho, como indica Artigue (1995), si bien es facil ensenar a los
estudiantes universitarios la ejecucion de calculos mecanicos, resulta enorme-
mente dificil ensenarles el significado profundo de los conceptos. Sin embargo,
encontramos en Robert (1987) una aportacion en esa direccion, cuando iden-
tifica seis hipotesis acerca del aprendizaje matematico en las que se basa la
investigacion actual en Educacion Matematica en diversos paises (Guershon y
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Trgalovd, 1996). Las primeras cuatro hipotesis son generales a todos los niveles
de educacion matematica, mientras que las ultimas dos son especificas de
niveles avanzados. Las seis hipotesis son las siguientes:

Hipotesis 1.

Hipotesis 2.

Hipotesis 3.

Hipotesis 4.

Hipotesis 5.

Hipotesis 6.

La importancia de la accion (resolucion de problemas) y el
proceso de desequilibro/reequilibrio en la construccion del
conocimiento.

El papel de la comunicacion como precursora del lenguaje, y la
importancia de que el estudiante cuente con el apoyo de una
persona que opere en su zona de desarrollo proximo.

La necesidad de adquirir diversas representaciones (numéri-
ca, geométrica, algebraica..) de un mismo conocimiento, y la
importancia de la interaccion entre dichas representaciones.
Para muchos estudiantes resulta eficiente la siguiente orga-
nizacion de la actividad de ensenanza: el nuevo concepto
matematico que debe ser ensenado aparece por vez primera
como herramienta destinada a resolver un problema que se ha
enunciado previamente. Después de la busqueda de una solu-
cién, el nuevo concepto se transforma en objeto matematico
mediante una institucionalizacion (explicitacion por parte del
profesor) y una familiarizacion (ejercicios destinados a reforzar
el conocimiento adquirido).

La contribucion de los conflictos socio-cognitivos y 1a importan-
cia de la metacognicién (conocimiento que las personas tienen
sobre sus diversos tipos de conocimientos o acerca de la propia
actividad cognitiva).

Podria resultar beneficioso implicar a los estudiantes en su
propio aprendizaje mediante la explicitacion de reglas de con-
trol (que incluyen planificar, seleccionar metas y sub metas y
monitorizacion durante el proceso de resolucion de problemas)
y también educacion sobre epistemologia.

Tanto en estas hipotesis de trabajo acerca de las condiciones para lograr
un aprendizaje significativo, como en las consideraciones que hemos recogido
acerca del diseno de un entorno de trabajo matematicamente relevante, encon-
tramos dos aspectos clave. Por una parte, la necesidad de involucrar a los estu-
diantes en la resolucion de situaciones problematicas; y por otra, la necesidad
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de potenciar la comunicacion en el aula. Respecto al primero de los aspectos,
una aportacion tedrica se encuentra en el Aprendizaje Basado en Problemas
(ABP), que constituye una metodologia ampliamente investigada en la que los
problemas se utilizan como punto de partida para la adquisicion e integracion
de los nuevos conocimientos.

Respecto al segundo aspecto clave, optimizar la comunicacion en el aula
significa ofrecer, sistematicamente, oportunidades para discutir ideas involu-
crando a los estudiantes en discusiones tanto en pequenos grupos como en la
clase completa. Respecto a la busqueda de recursos tecnologicos que faciliten
la comunicacién en el aula, los Classroom Response System (CRS) estan inves-
tigandose desde hace 40 anos por su potencial para mejorar la comunicacion
entre el profesor y los estudiantes (Deal, 2007). Un CRS es un sistema informa-
tico capaz de recoger, en tiempo real en el aula, las respuestas de todos los
estudiantes a una pregunta formulada por el profesor. La tecnologia CRS actual
permite que cada estudiante seleccione una respuesta de entre las propuestas,
pulsando una tecla de un pequeno dispositivo transmisor personal (clicker).

En el segundo apartado se discutira la investigacion actual acerca del uso
de los CRS en la ensenanza de las Matematicas, mientras que el fundamento
del ABPy su potencial para la ensenanza se presentaran en el tercer apartado.
Se mostrard como el ABP esta estrechamente conectado con las citadas hipdte-
sis de Robert. De este modo, el ABP puede adoptarse como una concrecion de
dichas hipdtesis en actividades de aprendizaje. En este contexto, el CRS puede
asumir el papel de instrumento con el que hacer fluir la comunicacion en el
aula a lo largo del proceso.

Tras exponer la citada fundamentacion tedrica, el cuarto apartado muestra
un resumen de la investigacion acerca de los tdpicos de Calculo en los que
se ha centrado el trabajo (estudio local e integral de Riemann de funciones de
una variable real). Dicha investigacion ha proporcionado criterios adicionales a
tomar en consideracion para el diseno de la propuesta alternativa de ensenan-
za. Por ejemplo, la descripcion de las diversas dificultades de aprendizaje que
recoge la investigacion se ha utilizado para elaborar actividades destinadas a
superarlas.

En el quinto apartado se explica el modo en que se han usado todos crite-
rios presentados para disenar una propuesta alternativa de ensenanza. En el
sexto apartado se explica qué resultados se han obtenido desde tres 6pticas
diferentes. En primer lugar, su capacidad para generar participacion y debate en
el aula; en segundo lugar, la valoracion de los estudiantes hacia la ensefanza

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 25, NUM. 1, ABRIL DE 2013 67



Una propuesta de uso de un Classroom Response System ...

recibida; y en tercer lugar, el aprendizaje que se ha logrado. Se mostrard como
la propuesta parece dar lugar a resultados positivos desde esos tres puntos de
vista, y se apunta que la metodologia descrita es muy general y podria explo-
tarse para la ensenanza y el aprendizaje de otras disciplinas diferentes a las
Matematicas.

En este trabajo se presenta una posible propuesta de ensenanza que, en
definitiva, ha buscado contrastar la hipotesis de que el ABP/CRS puede servir de
soporte para un entorno de trabajo matematico en el aula que recoja los aspec-
tos metodoldgicos que se han descrito, y que genere tanto una actitud positiva
en el alumnado, como una mejora en el aprendizaje del Calculo. La investiga-
cion fue llevada a cabo durante el curso 2010-2011 en la Escuela Politécnica
de San Sebastian, centro de la Universidad del Pais Vasco (Espafia).

Finalmente, indicar que este estudio completa el trabajo previo de Barragués,
Morais, Manterola y Guisasola (2011), en el cual se habian discutido los resulta-
dos de algunas cuestiones conceptuales adicionales y se apuntaba el potencial
de los CRS en la ensenanza de las Matematicas.

INVESTIGACION ACERCA DEL USO DE LOS CRS
EN LA ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS

Actualmente se esta llevando a cabo una amplia investigacion acerca del uso
de los CRS en educacion superior. Asi, Bruff (2010) recoge una bibliografia
continuamente actualizada sobre la investigacion en disciplinas especificas,
revisiones bibliograficas, estudios acerca de las percepciones de los estudiantes
y comparacion entre los diversos fabricantes de sistemas CRS. Banks (2009)
resume muchos estudios en Matematicas, Quimica y Humanidades que infor-
man de resultados positivos obtenidos en el aula universitaria en relacion con
la participacion activa y el interés de los estudiantes, mejora en la comprension,
fomento de la discusion y la interactividad, ayuda a los estudiantes a medir su
propio nivel de comprension, toma de conciencia por parte del profesor acerca
de las dificultades de los estudiantes, trabajo fuera del aula y mejora de las
cuestiones que se formulan.

Encontramos propuestas metodologicas que incluyen algunos de los aspec-
tos mencionados, por ejemplo, en el area de Fisica, en la ensenanza denomina-
da Peer Instruction (Mazur, 1997; Crouch y Mazur, 2001). Un entorno de trabajo
CRS con un enfoque constructivista puede estimular a los estudiantes a conje-
turar, razonar, argumentar, justificar, explorar el significado de los conceptos y
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compartir el nuevo conocimiento con sus companeros, guiados por el profesor.
Como indica Duschl (2000), el reto es disefar secuencias de ensefianza y
entornos de aprendizaje que ayuden a los estudiantes a sentirse parte de una
comunidad epistémica.

Para disenar las estrategias de ensefanza y aprendizaje utilizando un CRS,
se deseaba evitar sugerencias anecddticas o especificas para cierta disciplina.
En vez de ello, se buscaban evidencias de un uso eficiente de los CRS basadas
en la investigacion. Seguidamente, se resumen algunos hallazgos significativos
que aparecen en la investigacion reciente acerca del uso efectivo de los CRS.

Keller, Finkelstein, Perkins, Pollock, Turpen y Dubson (2007) realizan un
amplio trabajo que involucra a mas de diez mil estudiantes, sobre las practicas
pedagogicas de los profesores y las actitudes y creencias de los estudiantes
acerca del uso de los clickers en la Universidad. Estos autores muestran correla-
ciones entre las percepciones de los estudiantes acerca del clicker y los modos
en que esta herramienta educativa ha sido usada por el profesor. Los datos
permiten identificar diversas practicas que dan lugar a resultados positivos al
integrar el clicker en el aula. En primer lugar, se debe alentar a los estudiantes a
discutir con sus companeros durante las sesiones con el clickery crear el entor-
no adecuado para que esta discusion pueda darse. Y en segundo lugar, debe
utilizarse el clicker con preguntas conceptuales adecuadas al nivel de conoci-
miento de la mayoria de los estudiantes. Las actitudes de los universitarios estan
fuertemente influidas por la medida en que el profesor logra esta discusion
entre pares. Muestran una actitud mucho mas positiva hacia la utilidad de los
clickers si el profesor estimula esta discusion y es capaz de involucrar en ella a
una gran parte de la clase, en oposicion a una clase en la que los jovenes traba-
jen de forma aislada o se muestren pasivos. Adicionalmente, encuentran que las
preguntas de tipo conceptual son mas interesantes que otro tipo de preguntas,
como pueden ser aquellas acerca de hechos o de aplicacion de formulas.

Abrahamson (2009) da cuenta del impacto que las innovaciones de Mazur
han tenido en la ensefanza de la Fisica en Harvard, basadas en la citada Peer
Instruction (Pl). Una sesion de clase Pl se divide en una serie de presentaciones
cortas, cada una de las cuales se enfoca hacia un punto central, sequidas de
preguntas conceptuales relacionadas (a las que llama ConcepTests). Los estu-
diantes tienen uno o dos minutos para formular individualmente sus respuestas
y comunicarlas. Luego, cada uno discute sus respuestas con los companeros
proximos, intentando convencerles de que la propia respuesta es la correcta.
Durante la discusion, que tipicamente dura entre dos y cuatro minutos, el
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profesor se mueve por la clase, escuchando las intervenciones. Finalmente, los
estudiantes dan una nueva respuesta (que puede haber cambiado) y el profesor
explica la solucién, pasando a un nuevo tema.

Respecto al modo de construir los ConcepTests, algunas sugerencias
recogidas en la bibliografia son las siguientes (Duncan, 2005). Deben tener un
objetivo concreto (mostrar conocimientos, mostrar preconcepciones, sintetizar o
exponer conclusiones, establecer relaciones entre dos conceptos, etc); deben
constituir un desafio para los estudiantes, no ser faciles; pueden ser multifacto-
riales (tener en cuenta diversos factores para contestarla); pueden secuenciarse
varias preguntas para abordar algun tema de cierta complejidad; pueden
improvisarse preguntas formuladas por algun alumno.

Respecto al uso de sistemas CRS en la ensenanza universitaria de
Matematicas, Miller, Santana-Vega y Terrell (2006) adaptan el Peer Instruction
a la ensenanza de Calculo y discuten los resultados que obtienen. Los datos
sugieren que el uso del PI junto a lo que ellos llaman Good Questions, puede
beneficiar al estudiante en cuanto al nivel de comprension matematica. Estos
autores identifican las caracteristicas de las Good Questions: deben estimular
el interés y la curiosidad de los estudiantes; ayudarlos a hacer visible su falta
de comprension; ofrecerles frecuentes oportunidades para hacer conjeturas y
argumentar acerca de su validez; emplear su conocimiento previo y sus con-
cepciones erroneas; proporcionar al profesor una medicion frecuente de lo que
los estudiantes estan aprendiendo; dar soporte al esfuerzo del profesor para
promover un entorno de aprendizaje activo.

D'lnverno, Davis y White (2003) describen la introduccion de un CRS en una
gran clase de Matematicas en Ingenieria, disenada para promover una mayor
interaccion con el estudiante. Una de sus conclusiones es que el CRS es una
potente herramienta con la que explorar ideas innovadoras en la ensefanza
matematica. King y Robinson (2009) muestran como los CRS pueden producir
resultados positivos en las condiciones usuales de ensenanza universitaria:
clases amplias, alumnado pasivo, falta de interaccion.

EL APRENDIZAJE BASADO EN PROBLEMAS (ABP)
Para Barrows (1986), el ABP es un método de aprendizaje basado en el principio
de usar problemas como punto de partida para la adquisicion e integracion

de los nuevos conocimientos. Como indican Pease y Kuhn (2011), desde su
aparicion en los anos sesenta del siglo XX, el ABP ha evolucionado hacia una
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diversidad de formulaciones que se han implementado en diferentes campos.
A pesar de esta diversidad, existe acuerdo en que la caracteristica fundamental
del ABP es la contextualizacion del aprendizaje en un problema que se presenta
a los estudiantes, sin que estos hayan recibido antes una preparacion acerca
del objeto concreto de estudio. Trabajando tipicamente en pequenos grupos, los
estudiantes identifican lo que deben aprender para resolver o para comprender
mejor el problema, comparten ideas y proponen diversas soluciones.

Se considera que las caracteristicas fundamentales del ABP tienen su base
tedrica en la Psicologia Cognitiva, concretamente en el constructivismo. Estas
caracteristicas son las siguientes (Barrows, 1986; Manzanares, 2008):

El aprendizaje esta centrado en el alumno.

El aprendizaje se produce en pequenos grupos.

Los profesores son facilitadores o guias del proceso.

Los problemas son el foco de organizacion y estimulo para el aprendizaje.
Los problemas son un vehiculo para el desarrollo de habilidades en la
resolucion de problemas.

. La nueva informacion se adquiere a través del aprendizaje autodirigido.

coaon T

Se ha indicado en qué consiste el ABP y cudles son sus elementos esen-
ciales. Sin embargo, la cuestiéon que mas nos interesa es el efecto que el ABP
puede producir, esto es, por qué utilizar el ABP como estrategia de ensenanza.
A este respecto, Manzanares (2008) indica que, lejos de un planteamiento que
promueva el conocimiento receptivo, descontextualizado o exento de procesos
metacognitivos, el ABP promueve la utilizacion practica del conocimiento y la
toma de conciencia acerca de como se esta aprendiendo (habilidades de auto-
monitoreo). Barrel (1999) sefala algunas razones, basadas en la investigacion,
que ponen en valor el ABP como estrategia de ensenanza y aprendizaje:

* El procesamiento de la informacion en los niveles superiores, el pensa-
miento critico, las estrategias de busqueda y la reflexion sobre la practica,
tal y como se da en la resolucion de situaciones problematicas, conducen
a una compresion mas profunda (Perkins, Simmons y Tishman, 1990).

* Algunas metas consideradas centrales de la educacion son promovidas
por el ABP: la retencion, la compresion y aplicacion de la informacion, los
conceptos, las ideas, los principios y las habilidades (Perkins et al, 1990).

* Mediante experimentos controlados se ha contrastado que los estudian-
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tes que utilizaron el ABP en clase obtuvieron tanta o mas informacién
que los estudiantes en clases tradicionales, pero mostraron un incremen-
to significativo en el uso de estrategias para la resolucion de problemas
(Stepien, 1993).

Por otra parte, el citado conjunto de caracteristicas (a)-(f) del ABP es compa-
tible y tiene multiples conexiones con las hipotesis de Robert (1987) acerca del
aprendizaje matematico que se recogen en el apartado 1. Por ejemplo, el ABP
busca la participacién colaborativa del estudiante (caracteristicas (a) y (b)), y las
hipotesis 1 y 5 senalan el papel de la comunicacion en el aprendizaje; el ABP
establece el papel del profesor como facilitador (caracteristica (c)), mientras que
la hipotesis 2 implica al apoyo de un par o del profesor; el ABP focaliza el trabajo
en problemas (caracteristicas (d) y (e)), lo cual aparece explicitamente en las
hipétesis 1, 4 y 6; el ABP propone la identificacion, por parte del estudiante, de
sus necesidades de aprendizaje (caracteristicas (a) y (f)), mientras que la hipotesis
6 hace referencia a la metacognicion. Asi pues, una posible forma de utilizar las
hipotesis de Robert consiste en adoptar un Aprendizaje Basado en Problemas.

La Figura 1 muestra jerarquicamente los tres fundamentos de las estrategias
de ensenanza disefadas en este trabajo. Las seis hipotesis de Robert se han
considerado pilar basico, mientras que el modelo ABP se adopta como una
implementacion factible de dichas hipotesis; esto es, como concrecion en activi-
dades atendiendo a las condiciones reales de docencia: perfil de los estudiantes,
amplitud del temario y recursos disponibles. EI CRS se adopta como instrumento
con el que hacer fluir la comunicacion en el aula a lo largo del proceso. Si bien
el CRS asume un importante papel al facilitar la comunicacion dentro del aula,
creemos que el potencial de estos sistemas no se explota en toda su dimension
fuera de un modelo en el que la busqueda de soluciones a problemas y la
reflexion del estudiante sean la auténtica pieza la clave.

ABP
Hipétesis acerca del
aprendizaje matematico

Figura 1. Fundamentacion de las estrategias de ensenanza
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INVESTIGACION SOBRE LA ENSENANZA Y EL APRENDIZAIE DEL CALCULO

Bingolbali y Monaghan (2008) encuentran que en la historia de la Educacion
Matematica los estudios acerca del aprendizaje de las ideas de Calculo son
comparativamente recientes, y que en los anos ochenta se produjo un boom de
articulos de investigacion. Estos trabajos se dedicaron a la comprension de los
conceptos de limite, infinitésimo, derivacion e integracion, ecuaciones diferen-
ciales y representacion grafica, entre otros. En los afos noventa emergieron los
trabajos que adoptaron lo que puede llamarse “teorias sociales de aprendizaje’,
en los que la cultura, los aspectos institucionales y sociales o las identidades
son también objeto de investigacion.

Los estudios de cognicion llevados a cabo hasta los primeros afos de la déca-
da de los noventa revelaron que el aprendizaje del Calculo es un objetivo muy
dificil de lograr; que existen multiples puntos de vista para abordar el problema;
que los estudiantes generan muchas interpretaciones inesperadas y que los gra-
ficos por computador y otros software pueden ayudar a transformar la ensenanza
y el aprendizaje desde una orientacion procedimental hacia una orientacion mas
conceptual. A pesar de los resultados de la investigacion, el Calculo es tradicio-
nalmente ensenado por transmision de contenidos y procedimientos presentados
al estudiante (Franke et al, 2007; Yerushalmy y Swidan, 2012).

Existe también una amplia investigacion que cuestiona este modelo tradicio-
nal de ensenanza y muestra su escasa efectividad para lograr un aprendizaje
comprensivo y para generar actitudes favorables en los estudiantes (Moise,
1984; Anderson y Loftsgaarden, 1987; Peterson, 1987; Rogalski, 1990; Tall, 1996;
Guershon y Trgalova, 1996). Yerushalmy y Swidan (2012) anaden que el Calculo
involucra conceptos matematicos avanzados que requieren la reconstruccion de
objetos abstractos, la apropiacion de simbolos y sus representaciones mentales.
El resultado de esta ensenanza tradicional, como indica Moise (1984) es que,
para la mayoria de los estudiantes, el Calculo no es sino un repertorio de patro-
nes de actuacion que deben imitarse. Rogalski (1990) sefiala que los estudian-
tes universitarios actuales solo esperan que las Matematicas les proporcionen
métodos de resolucion listos para ser usados; no buscan profundizar en los
conceptos que estan aprendiendo. Pero, como indican Anderson y Loftsgaarden
(1987) y Peterson (1987), la dura dieta de ejercicios procedimentales produce
tasas de fallo de entre 30 y 50%.

En resumen, siguen estando vigentes las palabras de Skemp (1971), cuando
senala que los estudiantes estan aprendiendo solo el producto del pensamiento
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matematico, en vez del proceso de pensamiento matematico. EI método tradi-
cional de ensenanza intenta inculcar en los estudiantes universitarios rigurosos
estandares de demostracion matematica, pero a menudo es interpretado por
ellos como un ejercicio memoristico solo necesario para superar los examenes.
Y todo esto sigue ocurriendo en las aulas, a pesar de la amplia investigacion
en Educacion Matematica, que no solo ha sefnalado las carencias de la ense-
nanza tradicional, sino que también ha desarrollado modelos alternativos de
ensenanza que pueden dar lugar a mejoras significativas en el aprendizaje y
en las actitudes de los estudiantes hacia las Matematicas.

En esta experiencia se ha implementado una ensenanza de Calculo alternati-
va a la tradicional, elaborando actividades basadas en el ABPy adoptando un CRS
para mejorar la comunicacion en el aula. También se han tomado en considera-
cion para el diseno de las actividades algunas de las dificultades de aprendizaje
que han sido caracterizadas por la investigacion y las propuestas de ensenanza
que se han formulado. Enseguida se describen algunas de ellas.

El concepto de funcion fue concebido inicialmente por Leibniz en el siglo
XVII para describir una variable y cuyo valor depende de otra variable x, a través
de una relacion explicita como y=x2. Es en el siglo XIX cuando se introduce la
formulacién mas general y=f(x). Desde el comienzo, el concepto de funcion se
enlazo con su representacion grafica, esto es, con el conjunto de puntos (xf(x))
del plano cartesiano. Sin embargo, en el siglo XX la idea de grafico de una
funcion lleva a considerar una definicion conjuntista, donde la funcién puede
ser ahora cualquier conjunto G de pares ordenados G={(xy) / x € A y € B}
tales que si (x,y1), (xy2) € G, entonces y1=y2. Sin embargo, Sierpinska (1992)
indica que esta vision plantea dificultades conceptuales. Si el estudiante ha tra-
bajado Unicamente con funciones en términos de férmulas y computacion, es
previsible que tenga dificultad para aceptar la citada definicion conjuntista, que
no involucra tales elementos. Como indica Tall (1996), la definicion conjuntista
es muy satisfactoria en la formulacion sistematica de las Matematicas, pero no
lo es cuando trata de adoptarse para propositos educativos, tal y como se llevd
a cabo en el curriculo de la llamada Matematica Moderna de los anos sesenta.
Vinner (1983) anade que, incluso los estudiantes que son capaces de manejar
la definicion conjuntista de funcion, usan preferentemente sus imagenes intuiti-
vas al resolver cuestiones acerca de funciones. Vinner (1983) también encuentra
que muchos estudiantes piensan que una funcién debe venir dada por una
Unica formula o, si esta definida mediante dos reglas, los subdominios deben
ser intervalos. Barnes (1988) y Ferrini-Mundi y Graham (1994) describen diversas
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concepciones erroneas adicionales: no interpretar la expresion y=4 como una
funcion porque “no aparece la variable x en su formula”; esperar siempre que la
grafica corresponda a un tipo conocido de funcion (parabolica, trigonométrica,
exponencial, etcétera).

El concepto de limite, que da acceso a los conceptos fundamentales de calcu-
lo es también fuente de dificultades cognitivas. El propio lenguaje utilizado, con
términos como ‘tiende &, ‘se aproxima,, tiene limite, sugiere que la expresion se
aproxima al limite pero que nunca lo alcanza (Scharzengerger y Tall, 1978). Los
estudiantes no conciben el limite como un valor especifico, sino como un proceso
de aproximacion potencialmente infinito en el que una cantidad se hace tan
proxima a cierto valor como se desee. Sierpinska (1985) indica que la caracteri-
zacion €-0 de la continuidad puede resultar para los alumnos una formulacion
desconectada de la intuicion fisica, si el punto de partida es su expresion formal,
lo que Guershon y Trgalova (1996: 695) llaman “formalismo y rigor prematuros’.

Respecto a los conceptos relacionados con el concepto de integral de fun-
ciones de una variable real, Blomhej y Kjelden (2010: 574) encuentran que,
para muchos estudiantes, la conceptualizacion de la integral se reduce a la
instrumental y limitada operacion de busqueda de primitivas y a su interpreta-
cién como “area bajo la curva”. Mundy (1984) y Orton (1983) explican que los
estudiantes identifican la integral con la regla de Barrow. incluso cuando tal
regla no puede aplicarse. Por ejemplo, muchos estudiantes son incapaces de
explicar por qué es incorrecto aplicar la regla de Barrow a la funcion f(x)=x? en
el intervalo [-1,1]. El estudiante puede conocer distintos métodos de integracion,
pero no ser capaz de aplicarlos para la resolucion de problemas. Ademas, una
gran parte de los estudiantes identifica ‘integral” con “primitiva”, sin apreciar
ningun proceso de convergencia. El proceso de integracion puede visualizarse
mediante sucesivas aproximaciones utilizando sumas superiores e inferiores. Sin
embargo, este proceso tiene dificultades cognitivas. Schneider (1993) informa
que algunos estudiantes piensan que, mientras los rectangulos tengan base dis-
tinta de cero, la suma de las areas nunca sera igual al area bajo la curva y que
cuando la base es igual a cero, los rectangulos se reducen a lineas y sus areas
son iguales a 0. Tras estas interpretaciones erréneas se encuentran las dificul-
tades que encierra el concepto de convergencia de una sucesion numeérica.
Robert (1982), Sierpinska (1985) y Artigue (1995) senalan la importancia teorica
de la caracterizacion &N de la convergencia hacia L de una sucesion {s,] pero,
al mismo tiempo, describen las dificultades de los estudiantes para manejar los
cuantificadores en la definicion formal, para relacionar esta definicién con la
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concepcion intuitiva “‘cuanto mayor sea el valor de n, mas proximo estara sn de
"y para aplicarla a situaciones reales. Robert (1982) sugiere realizar actividades
que hagan uso simultdneo de una representacion grafica y numeérica de las
sucesiones, que los estudiantes puedan cambiar dinamicamente, y la estima-
cion del limite a partir de dichas representaciones.

DISENO DE LA PROPUESTA DE ABP-CRS

Se ha buscado disenar estrategias ABP-CRS que constituyan una respuesta
cuando en Educacién Matematica se reclaman vias, factibles en la realidad
universitaria, para lograr que los estudiantes participen en actividades de reela-
boracion del conocimiento matematico. Por ejemplo, Burn (2002: 33) y Thomas
y Holton (2003: 353) sostienen que:

El proceso de resolucion de problemas, ganando en sutileza y poder de penetracion y cons-
truyendo generalizaciones, es la forma de crecimiento de las Matematicas. No obstante, usual-
mente no puede esperarse que los estudiantes recreen un proceso genético sin soporte. Los
profesores necesitan encontrar vias para que sus estudiantes puedan llevarlo a cabo, en vez
de presentarlo de forma deductiva o como producto formal. Los profesores también necesitan
encontrar modos para lograr que los estudiantes se involucren en su propia comprension de
los productos matematicos.

En sentido similar, respecto a las escasas oportunidades que se ofrecen a
los estudiantes para involucrarse en situaciones realistas y complejas, Lesh y
Zawojewski (2007: 783) critican la perspectiva tradicional de resolucion de pro-
blemas en los siguientes términos:

Solo en las ultimas etapas de la instruccion los estudiantes son involucrados en la resolucion
de situaciones realistas complejas (si el tiempo lo permite). En la perspectiva tradicional de
resolucion de problemas, los problemas aplicados (que requieren modelizacion) constituyen
una pequena fraccion de las experiencias en las que se involucra al estudiante.

Esta idea también es sefalada por Gainsburg (2003), cuando en su estu-
dio del trabajo que realizan los ingenieros, concluye que el uso de muchos
topicos matematicos (de Geometria, Algebra, Probabilidad, etc) se realiza en la
practica de un modo diferente al modo formal que aparece en las clases de
Matematicas. Los ingenieros utilizan las Matematicas para describir e interpretar
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situaciones, pero encuentran dificultades para identificar, en el contexto de su
trabajo, las Matematicas que aprendieron, concluye este autor.

Se ha indicado que el ABP abarca una diversidad de esquemas concretos de
instruccion. Respecto al grado en que se promueve el aprendizaje autodirigido,
el esquema ABP puede plantear una investigacion de problemas dirigida por el
docente; o codirigida por el docente y por los alumnos; o bien dirigida exclusi-
vamente por los alumnos (Morales y Landa, 2004). Dadas las caracteristicas de
los estudiantes a los que hemos destinado la experiencia (cuyas habilidades de
organizacion, trabajo en equipo y responsabilidad se encuentran en construc-
cion) y del contexto de trabajo (clases muy numerosas, amplios temarios), se ha
optado por la primera de las posibilidades, esto es, los docentes conducen la
investigacion de problemas, proporcionan bibliografia y desarrollan actividades
que les permitan garantizar que los alumnos estan desarrollando el conoci-
miento necesario.

Enseguida se describen las estrategias ABP-CRS que se han utilizado en esta
experiencia para el médulo de Calculo correspondiente al estudio local y calculo
integral de funciones reales de una variable real. Indicar, en primer lugar, que las
clases tradicionales de exposicién de materia han desaparecido completamente.
En lugar de ello, se avanza en la reconstruccion del marco tedrico de Calculo a
través de la resolucion de cuestiones propuestas a los estudiantes, bien sea de
forma individual o en equipo. El apartado "Resultados acerca de la participacion
y el debate en el aula’ muestra algunos ejemplos de cuestiones. La tabla 1
categoriza los diferentes tipos de cuestiones propuestas. La cuestion puede con-
sistir en la aplicacion de un algoritmo (categoria C1). También puede servir para
mostrar la necesidad de introducir un nuevo concepto o procedimiento (categoria
C2). Una vez construido un concepto, la cuestion puede tener como objetivo
profundizar en su significado o utilidad (categoria C3). Finalmente, puede tratarse
de una cuestion que haga visible alguna dificultad de aprendizaje (categoria C4).
Naturalmente, una misma cuestion puede pertenecer a varias categorias.

Tabla 1. Tipologia de cuestiones propuestas

(ategoria Objetivo

Cuestion de aplicacién de algoritmos, acerca de hechos matematicos, definiciones, de
aplicacion inmediata, etcétera.

q

Q Problema que muestra la necesidad de construir un nuevo concepto o procedimiento.
(&] Cuestion destinada a profundizar en los significados de algtin concepto ya introducido.
4 Cuestion destinada a trabajar sobre determinada dificultad de aprendizaje.
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Una clase tipica de 50 minutos empleando el ABP-CRS se desarrolla del
siguiente modo. Los primeros 3-7 minutos se utilizan en revisar la tarea no
presencial, previa a la clase, que los estudiantes han realizado. Esta tarea pro-
puesta consiste en un primer estudio en el libro de trabajo de Barragués, Arrieta
y Manterola (2010) de los aspectos que se van a trabajar en clase, y en la
realizacion de ejercicios-tipo, que también constituye un objetivo de ensefnanza.
Los estudiantes deben responder mediante sus clickers de forma individual a
2-3 preguntas de eleccion multiple, y obtienen una puntuacién por responder
correctamente. Tras cada pregunta, se proporciona inmediato feedback a los
estudiantes. Las preguntas formuladas en esta seccion de la clase no son gene-
ralmente dificiles, acerca de hechos matematicos, definiciones o de aplicacion
de algoritmos (cuestiones de la categoria C1).

A lo largo de los siguientes 5-10 minutos de la clase el profesor repasa los
aspectos que los alumnos han estudiado previamente, senala sus relaciones
con otros conceptos, las interpretaciones, las aplicaciones practicas, etc. Los
siguientes 25-35 minutos de la clase se dedican al trabajo con Conceplests
acerca de los aspectos que se estan estudiando en la sesion. Estos tienen como
objetivo involucrar a los estudiantes en problemas que requieren la aplicacion
de conceptos clave (categorias C1), que ponen en tension su grado de apren-
dizaje (categoria C3), hacen visible alguna de las dificultades de aprendizaje o
concepciones erroneas descritas en la investigacion (categoria C4) o que reve-
lan la necesidad de introducir un nuevo concepto (categoria C2). La informacion
obtenida en este proceso, que se recoge y analiza sistematicamente mediante
un protocolo, ha servido también al profesor para orientar la ensefanza poste-
rior, para decidir si debe invertirse mas tiempo en explorar una idea, modificar la
secuencia de ensenanza planeada o mejorar los enunciados de las cuestiones.
Una vez que el profesor dispone de la distribucion de respuestas obtenida, tiene
una oportunidad para provocar la discusién en grupos y formular de nuevo la
pregunta a fin de analizar de qué modo la discusion ha hecho cambiar las
respuestas; puede pedir a un estudiante que explique por qué ha cambiado su
respuesta, etc. En general, los estudiantes estan obligados a defender sus res-
puestas, tratando de evitar las introducidas sin reflexion o al azar.

Las preguntas conceptuales se han planteado esta experiencia bajo diver-
sos formatos. Una primera posibilidad consiste en pedir a cada estudiante que
reflexione acerca de la situacion presentada, que seleccione una respuesta de
entre las propuestas y que esté dispuesto a justificar y defender tal respuesta
en un debate general de aula. Pero el profesor puede también optar por una
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discusion en pequeno grupo de estudiantes y la posterior discusion en la clase
completa, donde hay oportunidad para enfrentar los distintos argumentos. La
distribucion de respuestas de la clase, en forma de histograma, muestra al
profesor si los estudiantes han comprendido la situacion o bien si es necesaria
una nueva discusion o ejemplos adicionales. A diferencia de la practica comudn
en una ensenanza tradicional de formular preguntas informalmente a lo largo
de la sesion, lo cual tipicamente involucra solamente a unos pocos estudiantes
motivados, ahora se utiliza un proceso estructurado de preguntas que requiere
la participacion de la totalidad de la clase. En general, el formato que el profesor
ha utilizado para trabajar en el aula con cada cuestion conceptual planteada,
depende de los conceptos y procedimientos involucrados y de su complejidad.
Por ejemplo, cuando la cuestion buscaba hacer visible determinada concepcion
erronea, si era necesario, el profesor orientaba en este sentido las discusiones.
No obstante, el feedback que proporciona el CRS a menudo aconseja un cambio
de estrategia respecto a lo inicialmente planeado por el profesor.

Tras la sesion de trabajo con Conceplests, el profesor dedica los minutos fina-
les de la clase a presentar una situacion problematica que justifica la introduccion
de los nuevos conceptos que seran objeto de estudio en la siguiente clase. A
continuacion explicita la tarea no presencial previa a la clase que los estudiantes
deberan realizar. Esta tarea puede consistir en un estudio de contenido tedrico, la
realizacion de ejercicios u otras actividades. A este respecto, es necesario anadir
algun dato acerca del material de estudio que se proporciona a los estudiantes
para soportar su trabajo no presencial. Este material viene recogido en un libro de
trabajo, mas un soporte interactivo en Moodle (Barragués et al, 2010), que constitu-
yen un programa de actividades que puede realizarse individualmente o en equi-
po, donde el marco tedrico del Calculo se construye avanzando en la resolucion de
situaciones problematicas. Cada apartado comienza con el planteamiento de un
problema que no puede resolverse mediante el marco tedrico que se conoce hasta
ese momento, de modo que se hace necesario ampliar dicho marco. Cada nuevo
concepto no se presenta inicialmente de modo formal, sino que se reconstruye.
Este proceso de reconstruccion consiste en lo siguiente: tomando como punto de
partida el problema, se producen acercamientos sucesivos a un nivel intuitivo,
conectando las nuevas ideas que van apareciendo con las ideas matematicas que
han sido ya desarrolladas, para finalmente llegar a la conceptualizacion formal del
nuevo concepto y a su utilizacion para resolver el problema que lo ha motivado.
Antes de obtener la expresion formal del nuevo concepto, los estudiantes han rea-
lizado actividades destinadas a dotarlo de significado y a mostrar su utilidad.
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Un aspecto adicional que es necesario citar en esta descripcion de las
estrategias generales ABP-CRS usadas es el modo en que se ha integrado el
computador en el trabajo. En nuestras estrategias de ensenanza se ha buscado
ampliar la experiencia matematica de los estudiantes orientandola desde su
actual concepciéon deductiva y algebraica hacia una concepcion inductiva y
empirica (Balacheff y Kaput, 1996), hacia el propio origen y construccion del
conocimiento matematico, lo que Balacheff y Kaput llaman penetracidn episte-
moldgica.Y en este objetivo, las tareas a realizar con computador han sido pieza
clave. Se ha utilizado el software Winplot (Parris, 2011), programa que incorpora
la mayoria de las posibilidades numeéricas y graficas que se consideran utiles
para explorar el concepto de funcion (Tall, 1996): objetos graficos (graficas de
funciones en forma explicita, implicita, polar, paramétrica, tabular, sucesion,
recursion, puntos, segmentos, etc) y un amplio inventario de operaciones sobre
tales objetos (interseccion, reflexion, traslacion, giro, zoom, derivacion e integra-
cion numéricas, animacion, etc). De este modo se han disenado micromundos
matematicos (microworlds) en el sentido que describen, por ejemplo, Thompson
(1987), Hoyles (1993), Balacheff y Shuterland (1994) y Zbiek, Heid y Blume
(2007), y que constan de:

a) Un conjunto de objetos primarios, operaciones elementales con ellos y
reglas con las cuales aplicarlas (sistema formal).

b) Un dominio de fenomenologia (la pantalla del ordenador en este caso),
que relaciona los objetos y las acciones, en un feedback que se produce
como consecuencia de las acciones del usuario.

RESULTADOS

La investigacion fue llevada a cabo durante el curso 2010-2011 en la Escuela
Politécnica de San Sebastian (Espana), centro que pertenece a la Universidad
del Pais Vasco (UPV/EHU). En el estudio participaron 88 estudiantes como grupo
experimental y 86 estudiantes como grupo de control, ambos formados al azar.
Todos los participantes tenian el mismo curriculo de Ingenieria Industrial y
habian recibido previamente en su ensenanza secundaria al menos dos cursos
de Matematicas que incluian el estudio de funciones reales de una variable
real. Ademas, habian superado las pruebas de acceso a la Universidad. Como
indican Ferguson y Takane (1989), la distribucion aleatoria de estudiantes que
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recibieron la misma educacion secundaria es suficiente para asegurar el mismo
nivel de conocimientos para los diferentes grupos bajo estudio.

El estudio se llevo a cabo para el modulo de la asignatura correspondiente
al analisis de funciones reales de una variable real, que se impartio a lo largo
de las primeras 14 semanas del curso, con cuatro horas de clase semanales.
Este modulo incluye los siguientes temas: nimeros complejos (tres semanas),
sucesiones numéricas (dos semanas), estudio local de funciones (seis semanas)
e integral de Riemann (tres semanas).

El grupo de control recibié una ensenanza universitaria convencional, en
la que, normalmente, los estudiantes no tuvieron la oportunidad de participar
de forma activa, limitandose a tomar notas de las explicaciones del profesor. El
grupo experimental siguio estrategias de ensefanza como las descritas, cen-
tradas en la discusion de la secuencia de actividades propuesta. Uno de los
autores de este trabajo fue el instructor del grupo experimental de estudiantes,
mientras que la ensenanza del grupo de control estuvo a cargo de un profesor
ajeno a la investigacion que contaba con amplia experiencia docente.

A continuacién se muestran los resultados obtenidos, atendiendo a tres
criterios diferentes. En primer lugar, la participacion y el debate en el aula que
se ha logrado con la ensenfanza propuesta. En segundo lugar, la valoracion de
los estudiantes hacia la ensefanza recibida. En tercer lugar, nos referiremos al
aprendizaje logrado.

RESULTADOS ACERCA DE LA PARTICIPACION Y EL DEBATE EN EL AULA

Se presentaran aqui algunos ejemplos de cuestiones conceptuales que fueron
elaboradas, aunque no necesariamente se plantearon a los estudiantes en el
mismo orden. Se describiran los objetivos que se establecieron para ellas desde
el marco del ABP, las discusiones que generaron en el aula y los resultados que
se obtuvieron. Siguiendo a Hughes-Hallet (1991), las cuestiones buscan explo-
rar, equilibradamente, el significado de los conceptos desde una triple 6ptica:
grafica, numérica y analitica.

El ejemplo 1 es una cuestion algoritmica (categoria C1 de la tabla 1) que
los estudiantes debian realizar como tarea no presencial. Se trataba de calcular
el limite de una sucesion numérica y aplicar la definicion e-N. Se obtuvo 60%
de respuestas correctas, y la discusion posterior en el aula reveld al profesor la
dificultad de los estudiantes para entender el propio enunciado, previsible difi-
cultad asociada a la interpretacion e-N del limite de una sucesion a la que ya
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nos referimos en el cuarto apartado. Sin embargo, como se verd mas adelante,
habria nuevas oportunidades para profundizar en este significado.

Ejemplo 1. (Limite de una sucesion) Considerar la sucesion convergente

n?2

an= ————
"

cuyo limite es L. Dado el valor de €=0.00005, calcular el menor valor N tal que
para todo n>N se tiene
lan-Ll <€

Respuestas: A (correcta): N=70; B: N=93; C: N=45; D: N=125.

Los ejemplos 2 a 6 son situaciones que han resultado eficientes para generar
trabajo matematico y discusion en el aula, porque involucraron activamente a
una gran parte de la clase. La cuestion del ejemplo 2 se pensé para profundizar
en los significados del concepto de funcion, y por ello se ha clasificado como
perteneciente a la categoria C3 (tabla 1). Los estudiantes votaron de forma mayo-
ritaria por la respuesta correcta (80%, respuesta C). En el turno de intervenciones
mostraron el argumento utilizado: “Cuando x€&(3,4), el valor de f(x) oscila desde el
valor f(3)=6 hasta el valor f(4)=5, por tanto h(x) es decreciente’. Sin embargo, el
profesor deseaba que se hicieran visibles los conceptos y resultados matematicos
relacionados, por lo cual propuso la busqueda de una 6ptica de analisis mas for-
mal. Los estudiantes trabajaron empleando la regla de derivacion de la funcion
compuesta, determinaron los extremos de h(x) e incluso trazaron aproximada-
mente la grafica de h(x). Asi pues, una situacion a la que se podia dar respuesta
correcta en simples términos geométricos, sirvid para seguir construyendo el
concepto abstracto de funcién como un proceso input-output (Dubinsky y Harel,
1992; Gravemeijer, 1994), para trabajar sobre diferentes niveles de concepcion
de las funciones mediante la discusion de los significados de g(f(x)) y f(g(x))
(Guershon y Trgalova, 1996) y para explorar conceptos y resultados matematicos
mas avanzados (crecimiento, extremos, regla de la cadena).

Ejemplo 2. (Extremos, crecimiento, regla de la cadena) Considerar las
funciones f(x) y g(x) que muestra la figura 2. Sea h(x)=g(f(x)). {Cual de las
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siguientes afirmaciones es cierta? Respuestas: A: h(x) es creciente en (1,2) B:
h(x) es decreciente en (2,3) C (correcta): h(x) es decreciente en (3,4) D: h(x) es
decreciente en (4,5)

\y

7 j _____ 10
S M F
L R e ()

9
8
544 f--- 7
Y A N 6
T R 5
34 4
A 2
TS T N S —
o x
e e
1 2 3 4 5 6 123 45 678

Figura 2. llustracion del ejemplo 2

La situacion del ejemplo 3 es una de las que se han utilizado para traba-
jar con la idea de que el valor de la integral de una funcion u(v) no siempre
debe interpretarse como el valor del area de una regién plana. Se trata, por
tanto, de una cuestion destinada a hacer visible y tratar determinada dificultad
de aprendizaje (categoria C4). Los estudiantes respondieron de forma correcta
mayoritariamente (B: 10%, C: 25%, D (correcta): 65%). A continuacion, el profesor
abrié un nuevo debate en clase, proponiendo la busqueda de ejemplos de situa-
ciones reales en las que la funcion u(v) del enunciado tuviera utilidad practica,
e interpretar el valor numérico de la integral de u(v) en un intervalo [a,b]. Por
ejemplo, uno de los grupos de estudiantes elaborod la situacion u= “peso en
gramos/metro del hilo de cobre que fabrica una maquina’, donde u depende
del ntimero de horas ve[a,b] que la maquina lleva funcionando (por suciedad,
necesidad de ajustes, etcétera).
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Ejemplo 3. (Integral definida) Supongamos que las variables v y u se expre-
san en horas y en gramos/metro respectivamente. En qué unidades se expresa
el valor de:

a

I u(v)dv

b

Respuestas: A: en (hora)’/metro; B: en (gramos/hora)® C: en (gramos x metro)/
hora; D: (correcta) en (gramos/metro) x hora

Las situaciones de los ejemplos 2y 3 fueron trabajadas en el aula en peque-
fos grupos de estudiantes, y tras la votacion, se entablé la discusion general en
la que cada grupo justificaba la opcién elegida. En cambio, en las situaciones
de los ejemplos 4 y 5, el profesor decidié pedir a los estudiantes que reflexiona-
ran de forma individual sobre la situacion y que votaran por la respuesta que
crefan correcta. Este cambio de estrategia se debio a que estas dos situaciones
encierran dificultades de aprendizaje (categoria C4) que se harian mas visibles
si los estudiantes respondian sin haber sido previamente influidos por los com-
paneros. Tras ver el histograma de respuestas, la segunda fase de la estrategia
utilizada en estas dos cuestiones consistio en que cada estudiante debia discutir
con algun companero proximo que discrepara, intentando convencerle de que
la propia respuesta era la correcta.

La situacion del ejemplo 4 encierra dificultades asociadas al deficiente
conocimiento de las funciones elementales y al uso no reflexivo de la calcula-
dora. Por ejemplo, para obtener la forma polar pe del nimero complejo z=-2+2i,
los estudiantes pueden utilizar la calculadora para evaluar incorrectamente
6 =arctg(2/-2)=arctg(-1)=-r/4.

La primera votacion arrojo el resultado A: 21%, B: 21%, C (correcta): 58%. En
la segunda votacion, se obtuvo un 100% de respuestas correctas y los propios
estudiantes encontraron ejemplos que mostraban el error. Asi pues, parece que
la discusion entre pares orientod positivamente las respuestas que habian sido
erroneas. Sin embargo, el resultado de la discusion entre pares no siempre fue
positivo, como muestra la situacion del ejemplo 5. Esta situacion se utilizo para
detectar y tratar un error comun en los estudiantes en el manejo de numeros
complejos. El error consiste en asumir que la parte imaginaria del nimero com-
plejo z=x+yi es igual a yi en vez de y. Tras la reflexion individual, 1a distribucion
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de respuestas que se obtuvieron fue A: 63%, B (correcta): 37%. Tras la discusion
por pares, el resultado de la votacion fue A: 76%, B: 24%. Sorpresivamente, una
parte de los estudiantes que estaban inicialmente en lo cierto, se dejo convencer
por estudiantes que estaban equivocados. A nuestro entender, este resultado
es representativo de la debilidad del aprendizaje en esos primeros intentos de
utilizar significativamente el concepto, tanto en los estudiantes que estaban
equivocados en la primera votacion, como en aquellos otros que fueron persua-
didos por los primeros. Afortunadamente, la estrategia de ensefanza cuenta con
una tercera oportunidad para zanjar la cuestion: la discusién general con inter-
vencion del profesor, ademds de otras situaciones posteriores que proporcionan
nuevas oportunidades para utilizar de forma significativa el concepto.

Ejemplo 4. (Numeros complejos) Considerar el numero complejo z que
muestra la figura 3. (Cudl de las siguientes afirmaciones es cierta?

Respuestas: A: © =arctan (y/x); B: ©=2m+ arctan (y/x); C (correcta): 6=n+
arctan (y/x).

AY

\

Figura 3. llustracion del ejemplo 4

Ejemplo 5. (NUmeros complejos) Para calcular la solucion de la ecuacién
Re(z)+Im(z)=i, ées correcto el siguiente calculo? “Sea z=x+yi. Re(z)=x, Im(z)=yi.
Sustituyendo en la ecuacion: x+yi=i. Por tanto x=0, y=1, es decir z=i"

Respuestas: A: es correcto. B (correcta): No es correcto.

Los ejemplos anteriores muestran situaciones que ponen en tension el grado
de comprension de los conceptos o procedimientos ya introducidos y buscan
profundizar en sus significados. En cambio, el problema del ejemplo 6 ilustra
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el modo en que en el programa de actividades, de forma sistematica, se hace
visible una nueva necesidad de aprendizaje a la que hay que hacer frente, esto
es, el modo en que se busca siempre la necesidad de introducir cada nuevo
concepto (cuestiones de la categoria C2). En un primer analisis, en la clase hay
consenso absoluto, el 100% de los estudiantes asegura que la funcién represen-
tada en la figura 4(a) es continua en el punto x=5 (respuesta A). En definitiva,
la grafica muestra el prototipo de funcion continua que el profesor ha trazado
sobre la pizarra en muchas ocasiones. Pero, sequidamente, el profesor ejecuta el
software de trazado de graficas de funciones con el que se ha generado la curva,
y amplia un pequeno fragmento en las cercanias del punto x=5, obteniendo la
grafica de la figura 4(b). La sorpresa en el aula se hace patente, al revelarse la
discontinuidad de la funcion. éComo explicar la discrepancia, teniendo en cuen-
ta que se trata de la misma funcién? Ese es el problema que la clase aborda a
continuacion. La idea a construir es que, a partir de la grafica de una funcion,
no puede deducirse su continuidad, puesto que no se dispone de la expresion
analitica. Ahora bien, si puede establecerse su continuidad como hipotesis plau-
sible a partir de la informacion disponible, y este es el aspecto clave a identificar:
la necesidad de analizar cualitativamente las situaciones y establecer hipotesis
(suposiciones) fundamentadas en los datos disponibles (categoria C2).

Ejemplo 6. (Establecimiento de hipotesis) éEs continua en el punto x=5 la fun-
cion cuya grafica muestra la figura 4(a)? Respuestas: A: La funcién es continua
en x=5. B: La funcién no es continua en x=5. C: (correcta) Falta informacion.

() (b)
)
5 y 3 94\
: /| 390 =T
3
2 VAR / 390 —
1 / / 3.88
/ X
1234 56 78 910 3 490 500 5o 50

Figura 4. llustraciones del ejemplo 6

El ejemplo 7 es otra ilustracion del modo en que se utilizan situaciones pro-
blematicas para construir cada nuevo concepto (categoria C2). En este caso, se
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trata de introducir la dificultosa caracterizacion topolégica €-0 de la continuidad
de una funcion real de variable real. Como indica la investigacion, esta caracte-
rizacion &-8 puede resultar para los alumnos una formulacion desconectada de
la intuicion fisica de continuidad si el punto de partida es su expresion formal.
Por ello, en el programa de actividades se ha disenfado este problema para dotar
de significado profundo a la concepcién €-0 de la continuidad, y en un contexto
industrial capaz de interesar al estudiante.

Ejemplo 7. (Situacion problematica utilizada para introducir la caracterizacion
-0 de la continuidad)

Véase la figura 6. Supongamos que tenemos una maquina alimentada por
una tension V, a través de la cual circula cierta intensidad |. Regulando el valor
de V, tendremos diferentes valores de |, es decir, I=I(V). La tensién de trabajo es
V=350 voltios, con una intensidad =12 amperios. Sin embargo, el valor de V no
siempre toma ese valor, sino que sufre pequenas fluctuaciones. En un momento
dado, el valor real de V se encontrard dentro de cierto intervalo (350-0,350+0),
donde &>0 es un numero pequerno y desconocido. Nuestro problema es que
una fluctuacion de V conlleva una oscilacion de la intensidad |, y eso puede
ser perjudicial para nuestra maquina. De este modo, para VE(350-8,350+0) se
tendra | € (12-¢12+¢), donde €>0 es un valor que depende de . Supongamos
que la maquina solo puede funcionar bien si la intensidad | se encuentra en el
intervalo 12+10%=(12-1.2,12+1.2)=(10.8,13.2). Es decir, se admite una oscilacion
hasta e=1.2 Amperios. Entonces, équé oscilacion de tension V podremos admitir
de modo que | se encuentre en el intervalo (10.813.2)? &Y si la oscilacion de |
puede ser solo de 12+5%? Es general, dada una oscilacion € alrededor de 1=12,
éEs seguro que podremos encontrar una oscilacion 6 alrededor de V=350 tal
que si VE(350-0,350+0) entonces |€(12-g12+¢)?
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124+10%=13.2

12-10%=10.8

l 350-6 350 35040 )

Figura 5. llustracion del ejemplo 7

La actividad de computador del ejemplo 8§ ilustra el tipo de tareas que se ha
propuesto a los estudiantes, en este caso para completar la actividad del ejem-
plo 7. El micromundo que los estudiantes exploran muestra los objetos primarios
necesarios (figura 6): la grafica de y(x), el segmento (a-0,a+0d) sobre el eje OX el
segmento (y(a)-gy(a)+e) sobre el eje OY y rotulos informativos que se evaluan
dindmicamente. La figura 6 muestra dos pantallas del micromundo para la fun-
cion de trabajo y(x)=x? si x<1.8; y(x)=(x-1)? si x >1.8, para dos valores de x=a, 0 y
¢ (0=D, e=E), mostrandose dindmicamente los resultados y calculos en la pan-
talla. Dado cierto €>0, los estudiantes trabajaron activamente manipulando los
controles del programa (operaciones) y obtuvieron experimentalmente diversos
valores 6>0 que verificaban la condicion €-6 (feedback). Asi, por ejemplo en el
punto a=1.2 (figura 6(a)) es posible encontrar un valor §, a diferencia de lo que
ocurre en a=1.8 (figura 6(b)), donde la funcion no es continua. Los estudiantes
fueron animados a determinar experimentalmente el mayor valor posible de d.
Ademas, en el apartado 2 se trabajo con la idea de que el valor de & obtenido
no solo depende de g, sino también del punto x=a considerado, es decir, en
general se tiene 8=0(ga). Esta idea sirvio para construir significativamente la
nocion de continuidad uniforme. Los estudiantes encontraron en su exploracion
que, si se restringe el dominio de la funcion continua y(x) a un intervalo cerrado
y acotado [x;,x], entonces existe d(g). Pero, como se hace sistematicamente a lo
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largo de nuestro programa de actividades, este concepto de continuidad unifor-
me no se define inicialmente, sino que se reconstruye a partir de una situacion
problematica (categoria C2).

Ejemplo 8. Actividades de computador sobre la caracterizacion €-0 de la

continuidad

1. Estudiar si en un punto x=a se verifica la condicion €-0 de continuidad. Es
decir, dado >0, tratar de encontrar 8>0 tal que si xe(a-8,a+0), entonces
y(x)e(y(a)-ey(a)+e). Estudiar esta propiedad para otras funciones y(x), en
diversos puntos x=a.

2. Ahora elegimos otro punto x=b. Para el mismo ¢ énos vale el anterior
valor de 0? Investigar acerca de las condiciones que se pueden establecer
para que exista un valor de 6 que no dependa del punto x=a considera-
do, sino que dependa solamente de &.

A (a) A (b)
5+ E:moEnzgszgo T 2=18000=0280
| L=144E=0. T L=1.440E=0.450
1 y(a[-)D) =D1.9001 y(a+2);1.960 44 y@D)=2310y(a+D)=1.260
4 1 (a-D,a+D)=(1.000, 1.400) (a-D,a+D)=(1.520,2.080)
1 (L-EL+E)=(0.790,2.090) T (L-EL+E)=(0.990,1.890)
3T T
- T /
2 | /
/.
1 T
: : —> : : —
0.6 12 18 24 06 12 18 24

Figura 6. llustracion del ejemplo 8

Otro de los conceptos importantes que encierra multiples dificultades de
aprendizaje es el de convergencia de una sucesion numeérica. Como se indico
en el cuarto apartado, la investigacion sugiere utilizar actividades que hagan
uso simultdneo de una representacion grafica y numérica de las sucesiones
que los estudiantes puedan cambiar dindmicamente, y que permitan también
estimar el valor del limite a partir de dichas representaciones. En el programa
de actividades se han previsto diversas tareas en esta direccion (categorias C4 y
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C3). La situacion del ejemplo 1 supuso una aproximacion simple, computacional,
al concepto de limite de una sucesién. Como se recordard, aquella circunstancia
reveld las dificultades de aprendizaje de este concepto. Pues bien, la situacion
del ejemplo 9 plantea una actividad a realizar con el computador destinada a
profundizar en el significado de la definicion formal y a superar las dificultades.
La figura 7 muestra una pantalla del nuevo micromundo que se ha disenado.
Este micromundo permitié a los estudiantes manipular los diversos objetos: los
terminos de la sucesion de trabajo (ns ), el valor L de su limite, el segmento
(L-g L+€) sobre el eje OY, una banda horizontal en la que son visibles los térmi-
nos de la sucesion que se encuentran dentro del entorno (L-gL+€) y rotulos que
se evaluan dinamicamente. Los estudiantes estimaron los limites estableciendo
de antemano un criterio de parada, y obtuvieron de forma experimental el valor
N(€) a partir del cual s,e(L-gL+€).

Ejemplo 9. Actividades con computador acerca de la caracterizacion €-N de
la convergencia de una sucesion. Considerar las siguientes sucesiones:

3 1Y L _on n _
an_(an) b= o 2n3+n2+3’d”_e-nnn\/2nn

1. Estimar el limite L de las sucesiones, estableciendo previamente un cri-
terio de parada.

2. Para cada sucesion, fijar un valor e>0 y obtener experimentalmente el
término de la sucesion a partir del cual todos los términos siguientes se
encuentran dentro del entorno (L-g L+€).

L=2.71766681 S(N-1)= 2.71763979 S(N)= 2.71766681
50 T S(N)-S(N-1)=0.00002702 (L-E,L+E)= (2.51765781, 2.91767581)
E=0.20000900 N= 47

Figura 7. llustracion del ejemplo 9
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En suma, la estrategia general ha consistido en utilizar sistematicamente
problemas para introducir conceptos y describir situaciones. Dentro del proceso
de resolucion de los problemas, se ha acudido a las sugerencias de la inves-
tigacion para proponer actividades destinadas a ayudar a los estudiantes en
sus dificultades. Las actividades propuestas han sido de tipos muy diferentes,
e incluyen ejercicios teoricos y de aplicacion, tareas de computador, autoeva-
luaciones, sopas de letras, crucigramas matematicos y son, en su gran mayoria
originales de este equipo de investigacion (Barragués et al, 2010). Como se
desprende de las diversas situaciones presentadas, las actividades disenadas,
junto a las estrategias utilizadas, parecen contar con potencial para generar
participacion activa de los estudiantes en el aula, para confrontar argumentos y
para visualizar y tratar las dificultades de aprendizaje.

RESULTADOS ACERCA LA VALORACION DE LOS ESTUDIANTES
HACIA LA ENSENANZA RECIBIDA

Al evaluar la ensenanza experimental se deseaba recoger la percepcion de los estu-
diantes del grupo experimental acerca de la ensenanza recibida y el modo en que el
clicker habia servido como elemento dinamizador del aula, para crear un ambiente
de colaboracion, para mostrar sus errores y dificultades y para mejorar la confianza
en si mismos. Para ello se adapto el cuestionario que Bode, Drane, Kolikant y Schuller
(2009) han validado experimentalmente. El anexo 1 contiene las 22 cuestiones sobre
las que se preguntd de forma anoénima al finalizar el curso. Los estudiantes debian
indicar su grado de acuerdo con cada una de las afirmaciones (Acuerdo/Neutro/
Desacuerdo). Las cuestiones Q1 a Q17 fueron tomadas directamente del original; las
cuestiones Q18 a Q22 fueron disenadas por el equipo investigador para recoger la
opinién de los estudiantes acerca de aspectos adicionales de interés.

Las figuras 8 a 10 muestran las distribuciones de respuestas de los estudiantes
del grupo experimental para cada uno de los cinco bloques en que se divide el cues-
tionario de opinién (anexo 1). Como puede apreciarse, la ensenanza disenada parece
generar valoracion positiva en la mayoria de las cuestiones investigadas. En especial,
los estudiantes han percibido claramente el papel que ha jugado el CRS para darles
oportunidad de profundizar en los significados y para mostrarles sus errores (Q1, Q2).
Los estudiantes valoran positivamente la ensenanza recibida al compararla con la
tradicional, en aspectos clave como la mayor capacidad para recordar contenidos
(Q7), el acceso a las ideas de los companeros (Q8), la participacion activa (Q10), tareas
entretenidas (Q14) y motivacion (Q17). Los estudiantes también perciben que la ense-
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fanza asi planteada exige un mayor esfuerzo que con una ensenanza tradicional
(Q18) y una mayor responsabilidad sobre el propio aprendizaje (Q20). También es de
senalar que los estudiantes encuentran adecuado el procedimiento de evaluacion
utilizado para medir el aprendizaje (Q21). Sin embargo, no perciben suficientemente
la utilidad de las tareas realizadas con el computador, de modo que sera este uno de
los aspectos a mejorar en sucesivas implementaciones.

Comprension conceptual

%

100
80
60
40
’ l
0 W
Q1 Q 03
Acverdo [l Neutro M Desacuerdo
Aprendizaje
%
100
80
60
40
20 )
0 .

4 Q5 Q6 Q7
Acuerdo _ Neutro . Desacuerdo

Figura 8. Distribucion de respuestas de los bloques
‘Comprension conceptual” y “Aprendizaje’
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Interaccion y discusion
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Figura 9. Distribucion de respuestas de los bloques
‘Interaccion y discusion” y “Entretenimiento”
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Planificacion
%
100
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40 ‘
; 1 m °A
018 Q19 Q20 021 022

Acuerdo [ Neutro [l Desacuerdo

Figura 10. Distribucion de respuestas del bloque “Planificacion”

RESULTADOS ACERCA DEL APRENDIZAJE LOGRADO

Se deseaba también encontrar alguna evidencia de mejora en el aprendizaje
conceptual de los estudiantes del grupo experimental respecto a los del grupo
de control. A pesar de la uniformidad de ambos grupos de estudiantes, no se
podia asumir que partieran exactamente del mismo nivel de conocimiento
sobre el tema objeto de examen, y por ello se optd por un disefno pretest/postest
escrito y obtener para ambos grupos de estudiantes el valor de la ganancia
media normalizada, definida por <g>=(Spost- Spre)/(100%-Spre), donde Spre es la
puntuacion (%) obtenida en el pretest y Spost la obtenida en el postest (Crouch
y Mazur, 2001).

El pretest solo tenia sentido si los conceptos involucrados eran conocidos por
los estudiantes al menos a un nivel elemental. Por ello se eligieron los temas
de estudio local e integral de funciones de una variable real. Ambos temas se
recogen en el curriculo de Bachillerato de Espana y son objeto de evaluacion
en las pruebas de acceso a la Universidad, de modo que ya eran conocidos por
los estudiantes. Al igual que Crouch y Mazur (2001), se decidio utilizar idénticos
cuestionarios como pretest y postest Se tomo esta decision por diversas razones.
En primer lugar, preferimos enfrentar a los estudiantes a los mismos enunciados
antes y tras la formacion, para no introducir en el experimento nuevas variables
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asociadas a posibles diferencias en la interpretacion de los enunciados. En
segundo lugar, las cuestiones no son memoristicas, exigen un razonamiento
personal. Y, en tercer lugar, en ningin momento se explica a los estudiantes la
solucién correcta de las cuestiones.

Se opto, ademas, por utilizar cuestionarios ya validados experimentalmente,
y por ello se tomaron 16 preguntas conceptuales adaptadas de Hughes-Hallett,
Frazer, Gleason et al. (2010), diferentes a las utilizadas en nuestros ConcepTests
y a las que los estudiantes respondieron en las condiciones usuales de examen.
A modo de ejemplo, el anexo 2 muestra seis de esas preguntas. Los estudian-
tes debian senalar una respuesta de entre las propuestas en el enunciado y
razonar su eleccion. La respuesta se considerd correcta solo si el razonamiento
aportado lo era.

La ganancia media normalizada <g> obtenida por ambos grupos de estu-
diantes fue <g>=0.15 para el grupo de control y <g>=0.48 para el grupo experi-
mental, lo cual arroja una diferencia significativa en favor del segundo. La tabla
2 muestra los porcentajes de respuestas correctas y el valor de <g> obtenidos
para los seis items del anexo 2. Notese que, a pesar de la uniformidad de ambos
grupos de estudiantes, en algunos de los items del pretest los estudiantes han
obtenido puntuaciones considerablemente diferentes en ambos grupos. Esta
diferencia entre los puntos de partida de ambos grupos de estudiantes viene
a resaltar la importancia de utilizar el valor de ganancia media normalizada
<g> como indicador del avance de aprendizaje logrado por ambos grupos de
estudiantes en relacién a sus respectivos niveles de partida.

Tabla 2. Resultados obtenidos para los items del anexo 2

% respuestas correctas grupo de control % respuestas correctas grupo
(N=386) experimental (N=88)

Item Pretest Postest <g> Pretest Postest <g>
1 23 Y] 0.25 22 77 0.71
2 1.5 25 0.01 7 32 0.27
3 3 3 0.00 19 74 0.68
4 3 9 0.06 17 64 0.57
5 12 14 0.02 0 36 0.36
6 0 9 0.09 4 43 0.41
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CONCLUSIONES

La investigacion actual ha descrito en qué consiste aprender Matematicas y las
condiciones bajo las cuales se favorece un aprendizaje profundo de las mismas.
Sin embargo, alin no esta bien caracterizado el modo de definir entornos de
trabajo capaces de reunir dichas condiciones en situaciones reales de docencia
universitaria. Este trabajo intenta ser una aportacion en esta direccion. Se ha
descrito la fundamentacion, el disefio y la evaluacion de una propuesta de uti-
lizacion de un CRS destinada a promover clases participativas de Matematicas
universitarias a fin de mejorar el aprendizaje.

La propuesta se basa en un modelo de ABP, cuyo principio es usar situacio-
nes problematicas como punto de partida para la construccion e integracion de
los nuevos conocimientos. Se ha mostrado como el modelo ABP es coherente
con las hipotesis de Robert (1987) acerca del modo de favorecer un aprendi-
zaje profundo de las Matematica universitarias. El CRS se ha adoptado como
instrumento con el que hacer fluir la comunicaciéon tanto entre los estudiantes
como entre los estudiantes y el profesor. Si bien el CRS asume un importante
papel al facilitar la comunicacion dentro del aula, creemos que el potencial de
estos sistemas puede explotarse en toda su dimension solo si se integran en
un modelo en el que la busqueda de soluciones a problemas y la reflexion del
estudiante sean las piezas clave.

Respecto al diseno, la propuesta se concreta en un programa de actividades,
tanto presenciales como no presenciales, individuales o en equipo, que incluye
ejercicios tedricos y de aplicacion, tareas de computador, autoevaluaciones y
pasatiempos matematicos. En el entorno de trabajo colaborativo asi construido,
el CRS parece haber servido para involucrar a la mayoria de los estudiantes
en problemas que requieren la aplicacion de conceptos clave, que ponen en
tension su grado de aprendizaje y hacen visibles sus concepciones erroneas y
Su progreso.

Los resultados del cuestionario de opinién muestran que los estudiantes han
valorado positivamente la ensefnanza recibida y el uso del CRS. En concreto, han
percibido claramente el papel que ha jugado el CRS para darles oportunidad
de profundizar en los significados y para ser conscientes de sus dificultades; los
estudiantes valoran positivamente el modelo experimental al compararlo con el
modelo tradicional, en aspectos clave como la mayor capacidad para recordar
contenidos, la consideracion de las ideas de los companeros, la participacion
activa y motivacion. Los estudiantes encuentran mas entretenidas las clases

96 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 25, NUM. 1, ABRIL DE 2013



José Ignacio Barragués, Adolfo Morais, Maria Juncal Manterola y Jenaro Guisasola

gque con una ensefnanza tradicional, pero también perciben que la ensefanza
asi planteada exige un mayor esfuerzo que una ensefnanza tradicional y una
mayor responsabilidad sobre el propio aprendizaje. Respecto a la mejora en el
aprendizaje, los resultados muestran una ganancia normalizada media signifi-
cativamente mayor en el grupo experimental que en el de control.

El resultado en su conjunto parece evidenciar que la metodologia ABP-CRS
descrita genera un clima de trabajo que es positivamente valorado por los
estudiantes y que da lugar a un mayor aprendizaje. En este sentido, los resulta-
dos obtenidos estan de acuerdo con los de otros trabajos ya comentados, que
informan de resultados positivos en cuanto a la participacion activa y el interés
de los estudiantes, mejora en la comprension, fomento de la discusion y la
interactividad, ayuda a los estudiantes a medir su propio nivel de comprension,
toma de conciencia por parte del profesor de las dificultades de los estudiantes y
trabajo no presencial. Ademas, la metodologia descrita es muy general, y podria
explotarse para la ensenanza y el aprendizaje de otras disciplinas diferentes a
las Matematicas.

Ciertamente, existen resultados a mejorar como pueden ser la busqueda de
evidencia mas amplia de una mejora en el aprendizaje, la utilidad de las tareas
de ordenador, la percepcion del estudiante o la experiencia del profesorado. Sin
embargo, los resultados obtenidos nos animan a pensar que la metodologia des-
crita puede ir perfeccionandose para lograr resultados cada vez mejores en cuanto
a actitudes de los estudiantes y adquisicion de competencia tanto matematica
como general en resolucion de problemas. Precisamente contribuir a que los estu-
diantes adquieran esta competencia general en resolucion de problemas ha sido
el eje de la metodologia que se ha elaborado, porque se trata de una habilidad a
la que actualmente se concede gran importancia en la Educacion Superior, para
formar personas capaces de intervenir en los multiples y dinamicos contextos en
los que deberan desarrollar su vida profesional, social y personal.
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ANEXO 1. CUESTIONARIO DE OPINION
COMPRENSION CONCEPTUAL

Q1. El clicker me ha permitido ser mas consciente de mis dificultades para
entender los conceptos que con las clases tradicionales.

Q2. El clicker me ha ayudado a entender qué conceptos se encontraban
detras de los problemas que se planteaban.

Q3. Cuando se planteada una pregunta para contestar con clicker, yo sabia
lo tenfa que hacer, sabia lo que se esperaba de mi.

APRENDIZAJE
Q4. ElI clicker permite al profesor ser mas consciente de las dificultades de los
estudiantes para entender los conceptos que con las clases tradicionales.

Q5. Una clase con clickers es mas exigente para el profesor que una clase
tradicional.
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Qe.

Q7.

Trabajando en mi grupo, el escuchar a otros estudiantes dar explicacio-
nes con sus propias palabras, me ha ayudado a entender.

Puedo recordar mas después de una clase usando clickers que después
de una clase tradicional.

INTERACCION Y DISCUSION

Q8.

Q9.

Q10.

Q11

Q12

Q13.

El clicker me ha permitido conocer lo que piensan mis companeros de
clase en mayor medida que con las clases tradicionales.

Creo que lo mejor es usar el clicker de forma anonima, es decir, sin que
se sepa en clase quién ha elegido cada respuesta.

Yo he estado mas activamente involucrado en el trabajo en una clase
con clickers que en una clase mas tradicional.

La discusion de problemas clicker con otros estudiantes me ha ayudado
a entender mejor.

Los miembros de mi grupo se involucraron activamente en resolver los
problemas clicker.

El trabajo colaborativo en mi grupo contribuy6 a dar una solucion de mas
calidad a los problemas.

ENTRETENIMIENTO

Q14.

Q15.

Q16.

Con el clicker, la clase me ha parecido mas divertida que con las clases
tradicionales.

El hecho de ver el histograma de resultados del problema clicker me ayudo
a aumentar mi confianza en mi capacidad para dar respuestas correctas.
Creo que el clicker deberia usarse también en otras asignaturas.

Q17. Me he sentido mas motivado a prestar atencion en una clase con clicker
que en una clase tradicional.

PLANIFICACION

Q18. La asignatura asi planteada exige mas trabajo a los estudiantes que con

Q19.

un planteamiento mas tradicional.
Encuentro adecuado que el profesor deje como tarea para casa la lectura
previa de la leccién y la realizacion de ejercicios.
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Q20. Este planteamiento de la asignatura hace que el estudiante tenga que res-
ponsabilizarse mas de su aprendizaje que con una clase mas tradicional.

Q21. El modo en que se ha evaluado es adecuado para que el profesor sepa
si los estudiantes han aprendido.

Q22. lLas practicas de computador me han ayudado a entender mejor los
conceptos.

ANEXO 2. EJEMPLOS DE ITEMS DEL PRETEST/POSTEST
tem 1. Para la funcion y(x) cuya grafica muestra la figura 11, éCudl es el signo

de la segunda derivada en los puntos x=a, x=b y x=c? Respuestas: A: +, 0. B
(correcta):-,0,+ C-,0.D:+,0,+E-++.F-, -, +

Figura 11. llustracion del item 1

ftem 2. La figura 12 muestra el grafico de la posicién de un movil en cada
instante. ¢En cuantos instantes la velocidad del movil pasa de ser creciente a
decreciente o viceversa? Respuestas: A: en un instante. B: en dos instantes. C:
(correcta) en tres instantes. D: en cuatro instantes. E: en ningun instante.

A
posicion

\

Figura 12. llustracion del ftem 2
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ftem 3. Considerar la funcién y(x) cuya grafica muestra la figura 13. éCudl de
las graficas (a)-(d) de la figura 14 puede representar la pendiente en cada punto
de y(x)? Respuestas: A: la grafica (a). B: (correcta) la grafica (b). C: la grafica (c).
D: la grafica (d).

Figura 13. Primera ilustracion del ftem 3

—_—
2 05 08 10 12
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Figura 14. Segunda ilustracion del item 3

ftem 4. La figura 15 muestra el grafico de la posicién de un movil en cada
instante. ¢Cual de las gréficas (a)-(d) de la figura 16 puede representar la ace-
leracion del movil en cada instante? Respuestas: A: la grafica (a) B: (correcta) la
gréfica (b) C: la grafica (c) D: la grafica (d)

T posicion

Figura 15. Primera ilustracion del item 4
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»
' o

aceleracion (@) 4 aceleracion (b)

\
!
T

»
'
>

aceleracion (¢ A aceleracién (d)

Figura. 16. Segunda ilustracion del item 4

ftem 5. La figura 17 muestra las graficas de las velocidades de dos ciclistas
que parten del mismo punto y circulan por una pista en la misma direccion
durante 3 minutos. éEn qué instante de tiempo el ciclista 2 alcanza al ciclista 1?

Respuestas: A: en un instante entre 1 y 1.25 minutos. B (correcta): en un
instante entre 1.25 y 2 minutos. C: en un instante entre 2 y 3 minutos.

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 25, NUM. 1, ABRIL DE 2013 107



Una propuesta de uso de un Classroom Response System ...

v(Km/h) | Lo A
0

01
N -7 ddistal
Wi e T

—————————————————————————————————————————

Figura 17. llustracion del item 5

ftem 6. La figura 18 muestra la grafica de una funcion y(x), y se indica el
valor de las areas de las regiones sombreadas. Si F'(x)=y(x) y F(0)=10, icual es el
valor de F(5)? Respuestas: A: 17. B: 4. C: 1. D: 13. E: (correcta) 11. F: 16.

Figura 18. llustracion del item 6
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Los escenarios de exploracion en el Programa
de Investigacion en Etnomatematicas

Armando Aroca Araujo

Resumen: Una de las relaciones entre etnomatematicas y educacion mate-
matica consiste en que uno de los escenarios de aprendizaje de los estu-
diantes es sociocultural, y en él, justamente, el Programa de Investigacion en
Etnomatematicas cobra sentido. Se describen aqui siete escenarios de explora-
cion de dicho Programa, aunque el numero de estos depende de la realidad
de cada pais. Se analiza como cada uno de estos escenarios aporta o plantea
tensiones a la educacion matematica, en particular, en aquellas actividades que
vinculan el conocimiento matematico con la realidad de los estudiantes.

Palabras clave: Programa de investigacion en etnomatematicas, escenarios
de investigacion, etnomatematicas rurales, etnomatematicas urbanas, educacion
matematica.

The stages of exploration in the research programme of Ethnomathematics
Abstract: One of the relationships between ethnomathematics and mathematics
education is that one of the stages of mathematical learning is the sociocultural,
when Research Program Ethnomathematics making more sense. This article will
describe the seven stages of exploration in the Program, whose number depends on
the situation in each country, and how each contributes or raises tensions in math-
ematics education, in particular on those activities that link reality of students.

Key words: Ethnomathematics research program, research settings, rural
ethnomathematics, urban ethnomathematics, mathematics education.

Fecha de recepcion: 7 de julio de 2012. Fecha de aprobacién: 27 de octubre de 2012.

ETNOMATEMATICAS RURALES, ETNOMATEMATICAS URBANAS
Y TENSIONES HACIA LA EDUCACION MATEMATICA

El campo de accion de las etnomatematicas, segun el Programa de Investigacion
en Etnomatematicas,' se encuentra dividido en dos macroescenarios de investi-

' La autoria del Programa de Investigacion en Etnomatematicas es del profesor Ubiratan D'’Ambrosio, quien
lo expresd en Miarka, 2011. Para un mayor analisis sobre esto se puede consultar D’Ambrosio (2012).
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gacion: zonas urbanas y zonas rurales. Para poder dar una primera aproxima-
cion a los escenarios de indagacion planteados en este Programa, es menester
precisar que ellos dependen de las condiciones sociales y politicas de cada pais.
En este caso se analizaran en el contexto colombiano y, en derivacion, este ana-
lisis no se puede distanciar de su historia. Seguin Albuja y Ceballos (2010: 10)
93% de la poblacion desplazada en Colombia lo ha hecho hacia areas urbanas.
Durante la ultima década, el pais ha experimentado un intenso proceso de
migracion desde zonas rurales. Este desplazamiento forzado estd eliminando o
transformando, radicalmente, las etnoamatematicas rurales: las formas de pensar
de los campesinos’ (comprender, razonar, manejar, lidiar); de hacer (artes, técni-
cas, maneras, estilos y herramientas) y de comunicar (explicaciones, sean estas
verbales, visuales, por sonidos, gestuales, o empleando lo tangible, sentimental,
lo gustativo o los olores —buenos, neutros o malos—). Estas tres categorias
—pensar, hacer, comunicar— constituyen las tres realidades etnomatematicas de
estudio del Programa* de Investigacion en Etnomatematicas. Esta idea de rea-
lidad etnomatematica —la cual es igual tanto para las etnomatematicas rurales
como para las urbanas— no se asume desde alguna conceptualizacion sobre
el objeto matematico, pues en Arboleda (2011), D’Amore (2001) y Godino y
Batanero (1994) se encuentran razones suficientes para concluir que el objeto
en matematica se comporta de manera opuesta que en etnomatematicas y, en
este sentido, se hizo necesaria la creacion de dicho concepto.

El concepto de la realidad etnomatemdtica’ tiene su soporte en White (1994),
quien establece que el lugar de la realidad matematica, desde una perspectiva
antropoldgica, no posee existencia independiente de la mente humana. Toda
persona nace en un mundo que tiene una realidad construida; entonces, esa
mente la descubre y la aprende. Pero también esa misma mente es capaz de
transformarla o recrearla. El individuo adquiere su cultura mediante el aprendi-

? El profesor Ubiratan no debe mostrar atisbos de arrepentimiento porque creo la palabra etnomate-
matica, en particular por el empleo de su primera raiz, tal como lo da a entender en la entrevista que
concede a Miarka (2011: 63).

* Si no se comparten las dos ultimas formas de comunicacion, las gustativas y las olfativas, tan solo
indague sobre la etnomatematica de las personas que ejercen el oficio o la actividad de la cocina (amas
de casa, cocineras de oficio o chefs).

* Miarka (2011: 29), citando a D’Ambrosio (2002: 17), plantea lo siguiente en torno al Programa de
Investigacion en Etnomatematicas: “Ubiratan D’Ambrosio indica que o principal motivador para um pro-
grama de pesquisa em Etnomatematica é a procura pelo entendimento do ‘saber/fazer matematico ao
longo da historia da humanidade, contextualizada em diferentes grupos de interesse, comunidades, povos
e nagodes”. A lo cual se agregaria y las formas de comunicacion. Tal como ha definido D’Ambrioso, en las
formas de “hacer”, no se ve un proceso muy importante como es el de la comunicacion.

> Este concepto es una construccion del autor.
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zaje de las costumbres, creencias, lenguajes y técnicas de su grupo, y de igual
manera su cultura matematica. Estas matematicas culturales o etnomatematicas
tienen una realidad, pero en un determinado contexto, pues en él adquieren
sentido. Mientras que el objeto matematico tiende a ser independiente del con-
texto, la etnomatematica no; ella existe a partir de la realidad misma. El objeto
en matematica tiende a alojarse en una dimension apartada, mas no disjunta
del mundo sensible, similar a la concepcion platonica, constituyéndose asi la
gran diferencia entre objeto matematico y objeto etnomatematico, pues el pri-
mero llega a un proceso de formalizacion simbolico e insensible mientras el
segundo no.’ Y he aqui un escenario de amplio espectro de exploracién para la
Educacion Matemadtica, pues la adquisicion de la caracteristica fundamental de
un objeto matemadtico, es decir, su tematizacion, conlleva a su separacion del
mundo sensible, mientras que la etnomatematica, en el transcurso del tiempo,
hace lo contrario a partir de las tres realidades descritas: pensar, hacer y comuni-
car. Estas tres realidades se aplican tanto en las etnomatemadticas rurales como
en las urbanas.

LAS ETNOMATEMATICAS RURALES

Las etnomatematicas rurales contribuyen a preservar la identidad cultural de
un pais mas aun que las etnomatematicas urbanas, que estan muy expuestas
a los desarrollos tecnoldgicos y cientificos nacionales y mundiales. Es decir, la
tecnificacion, que simplifica actividades, tiende a eliminar procesos de acumu-
lacion historica de pensamientos matematicos, y tal vez por eso, las actividades
de los libros de texto escolares de matematicas —que pretenden tener un vinculo
con la realidad de los estudiantes— se enfocan a una ‘realidad” que presenta
actividades comunes, producto de la globalizacion, como por ejemplo, la torta
de cumpleanos que se divide en siete partes, la suma con manzanas, el avion

¢ Sin embargo, en conversacion con el profesor Luis Carlos Arboleda, ¢l afirma lo siguiente: “El mundo
de la percepcion no es homogéneo. En las practicas discursivas en las que se moviliza el pensamiento
formal, los individuos despliegan distintos tipos de percepciones. Sobre un mismo objeto hay, en particular,
percepciones sensoriales y percepciones intelectuales. Unas son caracteristicas del objeto, otras se han
estructurado en la conciencia del sujeto a lo largo de sus practicas educativas formales e informales.
Unas y otras se traducen en lenguajes naturales y formales, y participan en los procesos de abstraccion
de manera diversa. En los momentos claves de abstraccion de la propiedad caracteristica del objeto de
referencia, algunas percepciones sensoriales se inhiben, otras contribuyen méas activamente. Ya Kant se
refirio a este problema. Lo mismo Piaget. A mi me gusta mucho el tratamiento de Wittgenstein en filosofia
de la practica entendida como juegos de lenguaje. También el estudio de Fischbein sobre la intuicion en la
generalizacion y la abstraccion matematica. Tenemos que examinar —en nuestros casos de estudio— como
se manifiestan estas complejidades en las practicas etnomatematicas.”
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que se aleja del muelle, cuando muchos de estos elementos no hacen parte de
la realidad sensible de ellos, tema que bien analizd Skovsmose (2000).

Muchas de las etnomatematicas rurales y urbanas son parte esencial de la
reserva cultural de un pais por ser Unicas, por esa acumulacion histérica, por
la region donde se desarrollan, por el tipo de valores que conservan, por los
sistemas culturales que le dan sentido, por su forma tradicional de transmitirse
que involucra uno o todos los sentidos. Para ampliar esta idea, se podria ver el
caso de la etnomatematica maritima, donde el Unico sentido que no emplean
los pescadores para orientarse espacialmente es el gusto. En cambio, en el caso
de la etnomatematica de los ebanistas, se privilegia el tacto, y esto se debe a
sus maneras de comunicarse —sean éstas orales, gestuales o por sonidos—, sus
formulas verbales, las herramientas que producen, los lenguajes que incorporan,
las formas de razonamientos que aplican. No siempre hay que hablar o escu-
char y escribir para comunicar el pensamiento matematico.

Quiénes, entonces, pueden contribuir a la preservacion de estas reservas
matematicas nacionales? Los profesores, por medio de la sistematizacion de
sus experiencias e investigaciones, que podrian formar parte de las nuevas
ediciones de los libros de texto escolares de matematicas y asi contrarrestar la
inundacion de sus bibliotecas con conocimientos que son el producto de difu-
siones masivas de las editoriales internacionales.

Para concretar mas aun nuestra idea, comentamos que las etnomatematicas
rurales son aquellas que se desarrollan y tienen sentido en determinadas areas
del planeta que estan fuera del perimetro de las ciudades o municipios® y estas
son las que han sido golpeadas frontalmente por la violencia y, sobre todo, por
el desplazamiento forzado en el caso de Colombia. Al referirnos a estas etnoma-
tematicas, se hace también referencia al ambiente donde se produce y desarrolla
la actividad que tiene las implicaciones de una forma de pensar, de unas practi-
cas regidas por el contexto y de unas formas de comunicacion adecuadas a las
circunstancias. No se trata, necesariamente, del area donde residen sus creado-

7 El Ministerio de Educaciéon Nacional de Colombia, en su Documento 3, que establece los lineamientos
y estandares basicos de competencias en matematicas, plante6 que uno de los escenarios de aprendizaje
de las matemdticas es el sociocultural, aqui llamado la realidad del estudiante, y en consecuencia, la
importancia sobre la determinacion de los escenarios de exploracion en el Programa de Investigacion en
Etnomatemdticas, pues ellos basicamente contribuyen al vinculo de la Educacion Matematica con dicha
realidad.

¢ La Division Territorial de Colombia esta dada por zonas urbanas y zonas rurales. Las primeras se
caracterizan por tener calles, carreras, carreteras, nomenclaturas en las casas y todos los servicios publicos;
hacen parte de ellas las ciudades, incluyendo la capital, Bogotd, y los municipios. Estos tienen bajo su
jurisdiccion los corregimientos, veredas, caserios o casas dispersas, que constituyen la zona rural.
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res, aunque esta no es excluyente. Por ejemplo, Buenaventura es un municipio
costero del pacifico colombiano, y un nimero significativo de sus hombres son
pescadores artesanales. Ellos aplican técnicas, herramientas y formas de abstraer,
fundamentalmente en el mar; no obstante, la elaboracion de algunas de sus
herramientas se realiza en sus casas. He aqui las implicaciones de una realidad
construida por factores sociales, como lo plantea Berger (1993).’

Estas etnomatematicas, que en su mayoria son rurales, pueden ser explicadas por
sus actores al investigador, pero para que este pueda construir un significado mas
pertinente y completo, conviene ir al entorno donde son desarrolladas las practicas
de referencia. Para que el profesor de matematicas que labora en zonas costeras dé
mayor sentido a sus clases, no necesariamente debe adentrarse con sus estudian-
tes al mar. El profesor de matematicas puede construir nociones en las entrevistas,
pero adquiere mejor ese sentido si conoce, sin intermediarios, la actividad como tal.
Sin embargo, existen casos que hacen excepcion respecto de este planteamiento;
por ejemplo, el municipio de Buenaventura tiene un caserio costero que se llama
Punta Soldado, en cuyo unico colegio, la mayoria de los estudiantes de los ultimos
grados de la secundaria se dedican a la pesca de viento y marea" El profesor de
matematicas media con esto y coordina con ellos otros horarios. ¢dComo orienta las
clases este profesor, que ademas tiene formacién en contabilidad? Sus clases de
matematicas, practicamente ayudan a tecnificar la principal actividad economica
del corregimiento™ pero, ademas, les brinda la formacion matematica establecida
por los lineamientos y estandares nacionales. Este es un ejemplo de una etnomate-
matica rural diferente, por ejemplo, de las etnomatemdticas de los carpinteros, cuya
formalizacion del oficio es el resultado del desarrollo comercial y tecnolégico de
sectores urbanos. En las zonas rurales no existe el oficio de la carpinteria en estas
dimensiones, porque sus principios basicos son de conocimiento comunitario; existe
la carpinteria como apropiacion colectiva, aunque algunos de sus actores, por tener
mejores herramientas, optimizan'* sus procesos.

° Supongamos el siguiente caso: una persona que vive en el sector rural es contratada por alguien que
vive en un sector urbano para que realice un determinado trabajo. {Qué tipo de etnomatematica se realiza
aqui?: una urbana, pero que pueda estar mediada por conocimientos de origen rural, pues el trabajo a
realizar implica técnicas, disenos y materias primas que son propios de dicha actividad.

1° Pesca en altamar durante tres dias consecutivos; en consecuencia, los estudiantes no pueden ir a clases en
ese tiempo.

"' Un Corregimiento es una division territorial, que depende de un municipio. Son poblaciones que atn
no han alcanzado el nimero minimo de habitantes para convertirse en municipio.

2 Esto es algo que merece un mejor analisis pues, a manera de hipétesis, la incorporacion de herra-
mientas en sus formas de hacer, estd generando muchos cambios tanto en lo cultural como en sus formas
de comunicacion. Algunas herramientas optimizan procesos mas que otras y, en este sentido, la simplifica-
cion también se da en el empleo de saberes tradicionales. Por ejemplo, la incorporacion de la lana sintética
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Otra situacion es cuando, en época de veda"” algunos pescadores de Buena-
ventura buscan empleos en otros oficios que se desarrollan principalmente en
las ciudades y, en este caso, ellos se ven obligados a utilizar unas etnomatemd-
licas que son desarrolladas por otros actores y por otra acumulacion histérica. O
sea que, la mayoria de los pescadores, en época de veda, son usuarios pasivos
de la etnomatematica urbana, a la que se someten para poder seguir subsis-
tiendo junto con sus familias.

ETNOMATEMATICAS URBANAS

Etnomatematicas urbanas™ son aquellas que se desarrollan y tienen sentido
dentro del perimetro de la ciudad o de la cabecera de un municipio. Hasta el
momento, se han usado dos palabras para caracterizar las etnomatematicas
rurales y las etnomatematicas urbanas —desarrollo y sentido—. Su aplicabilidad
responde a otras cuestiones. EI primer ambiente de aplicabilidad es donde se
desarrollan, pero la aplicabilidad trasciende la region de origen; por ejemplo,
un propietario de una finca necesita hacer en sus predios una casa, y decide
contratar personas que residen en sectores urbanos. Las ethomatematicas que
se aplican en la finca son urbanas, pero tienen aplicabilidad en lo rural.”®

por parte de las tejedoras de los indigenas arhuacos ha suprimido a gran escala formas tradicionales de
extraer hilos de fique o hilazas que proporcionan el maguey y el algodén, o tintes naturales extraidos de
cortezas de arboles, como se establece en Aroca, 2009: 24.

2 Es un lapso decretado por el Gobierno de alrededor de uno o dos meses, para que los pescadores
dejen de pescar y asi haya un margen para la reproduccion de los peces, en especial de los camarones.

" Algunas caracteristicas, similitudes o diferencias entre las etnomatematicas rurales y las etno-
matematicas urbanas, que en la actualidad me encuentro analizando con mas profundidad, son: las
etnomatematicas rurales tienen mas sentido en la relacion con el mar, la selva, las montanas y la tierra;
sus cambios, apariciones o desapariciones son menos variables que las urbanas, aunque también los
desarrollos tecnoldgicos las transforman; su gran riqueza radica en la diversidad de lenguas indigenas
que las comunican, algunas de ellas desconocidas y muy poco estudiadas. Lo comun a los dos tipos de
etnomatematicas es que se reproducen o se aprenden por medio de la tradicion oral, expresiones gestua-
les, representaciones graficas o de manera experimental, esencialmente por medio de la observacién; solo
las diferencia, en algunos casos, el empleo de la escritura; ambas, por lo general, estan relacionadas con
procesos comerciales. Las etnomatematicas urbanas, al parecer, son mas dinamicas debido a la influencia
directa de los desarrollos tecnolégicos, cientificos, sociales o politicos en las actividades que se desarrollan
en las ciudades o cabeceras municipales; la légica proposicional tiende a regir su forma de comunicacion,
en algunas ciudades o municipios el idioma tiende a ser uno solo, pero en otros, y sobre todo en ciudades,
la mezcla de idiomas o hablas confiere una complejidad mayor. Por ejemplo, en el municipio de Maicao,
en el departamento de la Guajira, Colombia, interactiian o se desarrollan diversos idiomas o lenguajes: el
castellano como predominante, pero también el waytu y el turco estan en uso.

> Otro fenémeno que necesita un mejor analisis es cuando el personal contratado para el sosteni-
miento de los cultivos y ganados y la administracion misma de la finca es realizado por campesinos; si la
actividad es tecnificada, entrardn como actores pasivos, la técnica urbana los rige.
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Se ha hecho énfasis en las etnomatematicas rurales y las etnomatematicas
urbanas, solo para hacer evidente su importancia a la hora de que el profesor
de matematicas tome la decision de vincular sus clases con la realidad de sus
estudiantes.

OTROS EFECTOS DEL DESPLAZAMIENTO FORZADO
SOBRE LAS ETNOMATEMATICAS

El desplazamiento forzado en zonas rurales obliga a quienes lo padecen a
adaptarse a las etnomatematicas urbanas, que encuentran en los lugares
hacia donde migran, o a crear otras solo para subsistir."* Solamente se necesita
un poco de tiempo para que las etnomatematicas maternas se transformen o
desaparezcan. No se necesita remontarse a los tiempos de invasion —cuando
llegaron al nuevo mundo los espanoles, portugueses, ingleses, holandeses y
franceses—, en los que se genero el etnocidio ya conocido, el desplazamiento
forzado, las masacres que destruyeron aquellas practicas, saberes y formas
de comunicacién que fueron asociadas al mismo demonio, para llenarnos de
frustracion e impotencia. Los invasores no solo eliminaron personas, sino que
también desnaturalizaron su cultura, pensamiento o matemas, sus ticas,” o sus
formas de comunicacion lo que, guardando las diferencias sociales y politicas
necesarias, es similar a como sucede o ha sucedido en muchos paises" donde
el desplazamiento forzado interno y las expresiones de exterminio han acabado,
acaban o transforman las etnomatematicas rurales o urbanas y fuerzan a las
personas a aprender otras etnomatematicas” para poder sobrevivir y, en este
sentido, ellas no desarrollan ni creatividad ni imaginacion; solo reproducen.

¢ Segun Ruiz (s. f) citada por Tafur (2010), las consecuencias del Desplazamiento forzado en Colombia
son complejas: “Una de las peores es la incapacidad de absorcion de empleo de la industria nacional.
Actualmente, la tasa de desempleo urbano es cercana al 15%, pero el subempleo sobrepasa el 48%.
Un porcentaje importante de mano de obra que llega a demandar servicios y puestos de trabajo, que la
industria incipiente es incapaz de absorber”.

" D'Ambrosio, en Blanco (2008) manifiesta que la definicion de etnomatematica es compleja, y que la
definicion que ¢l tiene es de caracter etimologico, “como tres raices, una de ellas es etno y por etno yo
comprendo los diversos ambientes social, cultural, natural, la naturaleza, todo eso. Después hay otra raiz,
que es una raiz griega que llama mathema y el griego mathema quiere decir explicar, entender, ensenar,
manejarse; y un tercer componente es thica que yo introduzco ligado a la raiz griega tecni que es artes,
técnicas..”.

'® Para mayor informacion del desplazamiento que sucede o ha sucedido en algunos de estos paises
se puede consultar la pagina web de Internal Displacement Monitoring Centre (IDMC), en http://www.
internal-displacement.org/

1 Existen también desplazamientos interurbanos, donde el lugar de asentamiento no tiene las mismas
condiciones culturales que la anterior, y este fenémeno de adaptacion del individuo también tiene lugar
en sus formas de pensar, hacer y comunicar.
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¢Cémo, entonces, la educacion matematica puede buscar, en estas condicio-
nes, un vinculo de sus contenidos con la realidad de las ninas, ninos, jovenes
y adultos mayores que asisten a sus salones para ‘aprender’ matematicas?,
ddonde queda el anhelo de vincular las clases de matematicas con el entorno
sociocultural proximo de los estudiantes, si este contiene una realidad que no
desearian vivir?

DESARROLLO SOCIOCULTURAL DE LAS MATEMATICAS.
EL CASO COLOMBIANO

Cuando un educador matematico toma la decision de incorporar su actividad en
el Programa de Investigacion en Etnomatematicas® cuyo proposito no es mera-
mente etnografico, sino educativo, tiene diversas alternativas metodoldgicas:

Primera. Hacer solo reflexiones tedricas. Investigaciones como las de Albis
(1986, 1990), quien analiza piezas de orfebreria y ceramica que reposan en
algunos museos, pero que fueron hechas por culturas indigenas prehispanicas;
al parecer quedan inscritas en reflexiones teoricas, pues no se sustentan en
trabajo de campo en ninguno de los escenarios de investigacion considerados:
urbano o rural. La existencia de estas piezas, cuando estaban provistas de un
significado y una aplicabilidad, no podria ser clasificada ni como rural ni como
urbana, pues no existia este tipo de division politica ni territorial. Esto no deme-
rita su importancia, pues aportan al reconocimiento de una de las tres realida-
des etnomatematicas —las practicas de ese periodo—, mientras las conclusiones
sobre las formas de pensarlas y de comunicarlas serian solo dependientes de
la literatura existente. Asi, hay aportes importantes de esta reflexion teorica,
esencialmente a la arqueologia, a la antropologia y a la educacion matematica,
como posibilidad de convertir estas conclusiones en situaciones didacticas.

Seqgunda, realizar trabajo de campo urbano o rural. Cuando el docente opta
por realizar trabajo de campo, queda sometido a una secuencia pautada por
la presion que ejercen las condiciones sociales o politicas del pais, como se
expresa en la Figura 1.

* Decision que puede surgir por intereses de caracter personal, por las tensiones que surte el entorno
sociocultural en sus clases de matematicas, por la propuesta actual de ver la educacién matematica desde
esta perspectiva, por las mismas posibilidades que brinda el mismo entorno laboral, entre otros aspectos.
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CONDICIONES SOCIALES
Y POLI'TICAE DEL PAIS

Métodos de
investigacion

Etnomateméticas Etnomatematicas

rurales..................urbanas
Tres realidades etnomatematicas
BRECATIR de investigacion: Formas de pensar,
DEINVESTIGACION  evvveveevennenesnenesneseeenennns p hg d Ié pensap
EN ETNOMATEMATICAS ERaCEry e comupcay

Figura 1. Influencia de las condiciones sociales o politicas de un pais
en la toma de decisiones de un investigador en etnomatematicas

Si el profesor de matematicas ve la necesidad de hacer trabajo de campo,
entonces podra ocuparse de alguna de las combinaciones posibles de las tres
realidades etnomatematicas: relacionadas con aulas de clases, en sectores con-
fiables, sectores marginalizados o excluidos, campesinos mestizos, campesinos
afrodescendientes o comunidades indigenas.

En el caso de Colombia, las ethnomatematicas rurales tienen como actores,
fundamentalmente, a los campesinos (mestizos y afrocolombianos) y a los indi-
genas. Las etnomatematicas urbanas tienen como actores, de manera esencial,
a los mestizos y afrocolombianos y, en una pequena porcion, a los indigenas.

LA INVESTIGACION EN ETNOMATEMATICAS REALIZADA
HASTA HOY EN COLOMBIA

Las investigaciones que se inscriben en el Programa de Investigacion en
Etnomatematicas en este pais y se realizan en zonas urbanas™ se desarrollan
en cuatro escenarios, a saber: Solo reflexiones tedricas, relacionadas con aulas
de clases, en sectores confiables” y sectores marginalizados. Los sectores
confiables son espacios, barrios o sectores que no estan en las periferias o

! Salvo el caso de aquella persona que decida irse para una zona rural y hacer una reflexion tedrica.

2 Mal se haria si se interpretara esta clasificacion como discriminatoria. Tampoco se puede descono-
cer las prevenciones sicolégicas que las personas tienen en Colombia, debido a su prologando conflicto
armado y sus fuertes diferencias sociales.
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gque no son muy populares o marginalizados; por ejemplo, la parte céntrica
de la ciudad o del municipio, ciertas calles o barrios donde, generalmente, se
pueden hacer analisis de algunos oficios o grupos laborales. Puesto que esta
clasificacion es de caracter social, depende del contexto. Lo que puede ser una
actividad que se desarrolle en un sector confiable para una localidad, en otra
puede no serlo. Algunos trabajos de este tipo en Colombia son los de Blanco
(2008b), Rey y Aroca (2011), Enriquez, Millan y Aroca (2012). Otro caso hipotético
serfa el siguiente: Corabastos es la Central Mayorista de Abastos para Bogotd, y
es el mayor centro de este tipo en toda Colombia; en otras regiones les llaman
Plazas de Mercado, Galerias o Mercados. Las personas que venden productos
en Corabastos provienen de todos los estratos sociales, que van desde la sefora
que vende cilantro, hasta el mayorista que tiene un gran almacén. Este es un
sector confiable, independientemente del tema especifico que la investigacion
aborde. Y por sectores marginalizados se entiende un conjunto de barrios o sec-
tores de estos donde la pobreza y la exclusion social son muy notorias. Algunas
investigaciones en Colombia en estos sectores son las de Marino (1983, 1985,
1990, 2003) o Aroca (2012).

Los trabajos de investigacion que se realizan en zonas rurales tienen tres
escenarios de investigacion. Campesinos mestizos, campesinos afrodescencien-
tes y comunidades o sectores indigenas. En Colombia, algunos asentamientos
rurales y urbanos son biétnicos o triétnicos. Este sincretismo etnomatematico
rural y urbano merece mas atencion, incluso en sus implicaciones en el
desarrollo curricular de las matematicas escolares, las cuales existen tanto en
asentamientos urbanos como en rurales. En sintesis, en la realidad colombia-
na se pueden notar siete” escenarios® de investigacién en el Programa de
Etnomatematicas.

La Figura 1 nos condujo a construir la Tabla 1, que muestra una parte de
las investigaciones que se han hecho® en Colombia sobre etnomatematicas,

# Esta cifra puede variar, dependiendo el pais.

Estos escenarios de investigacion en etnomatematicas pueden llegar a mezclarse, dependiendo de
los objetivos que desee alcanzar el investigador; por ejemplo, en Gerdes (2010a) hay un ejemplo donde el
autor, motivado por Marcelo Borba, escribe el libro referido y muestra una relacion entre matrices ciclicas,
la etnomatematica y la educacién matematica.

»  Se precisa que no se tuvieron en cuenta las decenas de Trabajos de Grado, Trabajos de Investigacion
y Tesis de Maestria o Doctorado si no se han publicado, y que reposan en las bibliotecas de las universi-
dades colombianas. Tampoco se tuvieron en cuenta investigaciones hechas por extranjeros; trabajos que
se han hecho antes de la década de los ochenta, y es probable que algunas investigaciones se estén
obviando por diversas razones. Todo este conjunto de trabajos hacen parte del Programa de Investigacion
en Etnomatematicas de Colombia y, por lo tanto, las investigaciones que se presentan representan una
aproximacion a dicho programa.

2%
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desde principios de la década de los ochenta hasta el ano 2012. La informa-
cion alli consignada refleja, entre otras cosas, una fluctuacién que tiende a una
disminucion drastica de investigaciones sobre etnomatematicas rurales y de
etnomatematicas urbanas en sectores marginalizados o excluidos en la primera
decada del siglo XXI.

Tabla 1. Muestra de investigaciones en etnomatematicas realizadas en Colombia
por colombianos. Publicadas en revistas, libros u otros materiales impresos

Tipo de investigacion™

eriodao nvestigacion RT | sc | RAC | SM | <M A S/

Albis, Victor Manuel (1986).Arte prehispanico y

- X
matematicas.

Albis, Victor Manuel (1987). Antropologia y
Matematicas.

Albis, Victor Manuel (1989). Temas de etnomate-
maticas.

Marifio, Germén (1985). Cémo opera matemética-
mente el adulto del sector popular. Constataciones X
y propuestas.

1980-1989°** | Marifio, German (1983) El dibujo esponténeo y
la concepcidn del espacio en los adultos de los X
sectores populares.

Paramo, G. y Victor Albis (1987). Antropologia y
matematicas.

Péramo, Guillermo (1989). Légica de los mitos:
|6gica paraconsistente. Una alternativa en la dis- X
cusion sobre la I6gica de los mitos.

Molina, E. y Diaz, A. (1988). Los numerales de la
familia lingiistica macrochibcha.

Total de investigaciones realizadas en el periodo 1980-1989: 8

* La ficha bibliografica completa de cada investigacion se podra encontrar en la Bibliografia.

** RT = Reflexiones tedricas. SC = Sectores confiables. RAC = Relacionadas con aulas de clases.
SM = Sectores marginalizados. CM = Campesinos mestizos. CA = Campesinos afrodescientes. SI =
Sectores indigenas.

*** En Blanco (2006), mas la consecucion de otros documentos, se puede mostrar una proliferacion
de estudios etnomatematicos entre las décadas de los ochenta y la de los noventa.
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Continuacién de la Tabla 1

Tipo de investigacion
RT | SC | RAC | SM | (M | CA | SI

Periodo Investigacion

Péramo, Guillermo (1993). Mito, Idgica y geometria.
Algunas razones para la aplicacion de métodos

Albis. S. y Clara Sanchez (1990). Una aplicacion de
los grupos de simetria a la conformacion de periodos
y subperiodos estilisticos en la cerdmica de la region
central de Panama.

Albis, Viictor Manuel (1995). Los grupos de simetria y la
arqueologia.

Albis, Victor Manuel (1990). La division ritual de la
circunferencia. Una hipdtesis fascinante.

Paramo, Guillermo (1994). Mito y consistencia lgica. X

Marifio, German (1990). La resta desde los sectores
populares.

Alvaro Pedrosa, A. (1990). Proyecto escritura y circu-
lacion del papel en contextos marginales e incipien-
temente iletrados. Tema: prcticas matematicas en la
escritura caligréfica y tipogréfica.

El equipo pedagdgico (1990). Experiencia Fundacién
Pepazo: ;Para qué la matematica en la educacion
bésica alternativa de jovenes y adultos del sur-oriente
de Bogotd?

1990-1999 | Buenaventura, N. (1990). Trabajo en alfabetizacién
matemética con bases sindicales y campesinas.

Castrillén, A. (1990). Experiencia: Instituto Mayor
Campesino-IMCA.

Jiménez, J. (1990). La matematica dentro del curriculo
de educacién bésica para adultos.

Bedoya, E. (1990). Una experiencia y una propuesta
para la ensefianza de las matematicas.

(astario, J. (1990). ;Hay que indagar més alld de las
formas de operar que tienen los adultos iletrados?

Mesa, Orlando y Pareja, Gabriel (1990). Experiencia X
CLEBA.

Mesa, Orlando y Pareja, Gabriel (1990). La resta o subs-
traccion.

Higuera, C. (1990). Seminario Taller Capacitacion de
educacién popular bésica de jévenes y adultos. Las
matemdticas, componente clave en el proceso de
alfabetizacion.

Velasco, J. (1992). La matematica de los motilones o
baries. Lecturas Matematicas 13.

Higuera. C. (1994). La Yupana: un ejemplo de lo histo-
rico como elemento pedagdgico.
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Bedoya, E. (1995). El conocimiento ldgico-geométrico
implicito en la cesteria de los EperaraSiapidara.
Programa de Etnoalfabetizacion.

Ochoa, R. & Peldez, J. (1995). La matematica como
elemento de reflexion comunitaria Pueblo Dule.

Total de investigaciones realizadas en el periodo 1990-1999: 20

Continuacioén de la Tabla 1.

Periodo

Investigacion

Tipo de investigacion

RT

SC

RAC

M

wm

(A

Sl

2000-2010

Marifio, Germdn (2003). La educacion matematica de
jévenes y adultos.

Blanco, Hilbert (2006). La etnomatematica en Colombia.
Un programa en construccion.

Blanco, Hilbert (2008). Entrevista al Prof. Ubiratan
D’Ambrosio.

Blanco, Hilbert. (2008). El papel de la Red
Latinoamericana de Etnomatematica en la conformacion
de una comunidad académica.

Blanco, Hilbert (2008). La Educacion Matematica desde
un punto de vista sociocultural y la formacién de licen-

ciados en matematicas y etnoeducadores con énfasis en
matematicas.

Blanco, Hilbert y Aldo Parra (2009). Entrevista al profesor
Alan Bishop.

Parra, Aldo. (2009, 2012). Mateméticas en el mundo
Nasa*.

Suarez, Ivonne (2009). Etnomatematica, Educacion
Matematica e Invidencia.

Urbano, Ricardo (2010). Geometria en las esculturas del
Parque Arqueoldgico de San Aqustin.

Aroca, Armando (2005). Una propuesta de ensefianza de
geometria desde una perspectiva cultural. Comunidad
indigena lka-Sierra Nevada de Santa Marta.

Aroca, Armando. (2008). Una propuesta metodoldgica
en etnomatematicas.

Aroca, Armando (2008). Pensamiento geométrico en las
mochilas arhuacas.

Aroca, Armando (2008). Andlisis a una Figura Tradicional
de las Mochilas Arhuacas: Comunidad Indigena Arhuaca.
Sierra Nevada de Santa Marta, Colombia.

Aroca, Armando (2009). Geometria en las mochilas arhua-
cas. Por una ensefianza de las mateméticas desde una
perspectiva cultural.

Aroca, Armando (2010). Una experiencia de formacion
docente en Etnomatematicas: estudiantes afrodescen-
dientes del Puerto de Buenaventura, Colombia.
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Barboza, J. y Ramirez, M. (1999, 2000). Etnomatemética:
una alternativa pedagdgica por explorar.

Organizacion Indigena de Antioquia. Curriculo Dule**
(2000).

Total de investigaciones realizadas en el periodo 2000-2010: 17

* Excelente trabajo que muestra como académicos e indigenas pueden, en conjunto, revitalizar y
legitimar parte del pensamiento matematico de un pueblo en actividades como medir, contar, jugar,

disenar, explicar, localizar y explicar.

** Se supo de algunos textos desarrollados a partir de 1978 por los indigenas Ticuna, Waytu, Nasa
y Arhuacos, pero no fue posible encontrar su referencia bibliografia, pues, al parecer, solo circularon
en la propia comunidad.

La Tabla 1 registra 45 investigaciones, las cuales fueron tomadas en su
mayoria de Blanco (2006), o de la Revista Latinomaericana de Etnomatemadticas,
mas los aportes que hicieron otros investigadores colombianos, quienes publi-
caron en otros espacios sus trabajos” Y como se podra notar, la década de los
ochenta refleja el inicio sistematico de investigacion en el campo de las etnoma-
tematicas, siendo en la de los noventa donde se diversifican las investigaciones
y las reflexiones teoricas dejan de ser dominantes. Es decir, los educadores
matematicos salen de sus escritorios para dar mayor significado a las matema-
ticas como un producto cultural. En consecuencia, en la Figura 2 se puede notar
el comportamiento de estos escenarios de exploracion en cada una de las tres
décadas escogidas. Sin duda alguna, hoy dia la cantidad de investigaciones en
el Programa de Investigacion en Etnomatematicas va en aumento, y no es solo
iniciativa de profesores investigadores, sino también de profesores en formacion,
lo cual se puede verificar en los trabajos de grado que reposan en las bibliote-
cas de las universidades colombianas.

* Entre ellos Aldo Parra, Hilbert Blanco, Diana Jaramillo y Carolina Tamayo.
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Figura 2. Comparacion entre las décadas de 1980, 1990 y la primera década del
siglo XXI, con respecto al desarrollo de investigaciones sobre etnomatematicas urbanas y
etnomatematicas rurales

Analizando la Figura 2, se nota que el predominio para la década de los
ochenta fue tedrico; aquellas investigaciones que incorporaron trabajo de
campo, lo hicieron solo con sectores marginalizados. Los saberes o practicas
analizados, en su mayoria, no eran vinculados con la educacion matematica.
Y las formas matematicas de hacer, pensar y comunicar de las comunidades
indigenas, campesinas o afrodescendientes rurales, no revestian aun impor-
tancia en la investigacion. Para la década de los noventa el trabajo de campo
se diversifica mas y se reducen las investigaciones de reflexion tedrica. Tienen
mayor presencia las investigaciones en sectores marginalizados, asi como las
experiencias relacionadas con aulas de clases y las comunidades indigenas.
Pero en la primera década del siglo XXI se nota como el escenario de investi-
gacion en los sectores marginalizados disminuye a cero, que es precisamente
cuando migran los desplazados del pais. En las investigaciones que fueron
hechas sobre los indigenas, los autores tenfan un vinculo con la comunidad,
bien de caracter laboral, bien academico, mientras que las investigaciones solo
de reflexion tedrica aumentaron considerablemente. Las investigaciones con
campesinos afrodescendientes a finales de la primera década del silgo XXI aun
no se conocian. éA qué se debio esto? Una de las variables pudo ser la degra-
dacion del conflicto armado, ocurrida en la primera década de dicho siglo, pero
no se pueden desconocer otras influencias como la perspectiva de andlisis de
la educacion matematica desde aspectos socioculturales, que implicaron mas
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reflexiones de corte tedrico, al haber una influencia mundial por los desarrollos
en este campo por parte de Ubiratan D'Ambrosio o las politicas institucionales o
gubernamentales en torno a la investigacion, mas la incipiente, pero progresiva
comunidad de educadores matematicos que investigan en este campo.

El impacto que las investigaciones en etnomatematicas de la Tabla 1 han
tenido en la Educacion Matematica fue analizado por Blanco (2006). Sus reper-
cusiones locales, regionales o nacionales se expresaron de diversas formas;
algunos de estos impactos fueron la construccion de materiales de matematicas
dirigidos a los campesinos o a comunidades indigenas lo que, en algunos, casos
llevo a que ellos mismos realizaran posteriormente sus propios textos de ensenan-
za bilingles (en su lengua y en espanol), como son los casos de los pueblos Dule,
Nasa, Arhuaco (Ika) y otros del Vaupés. Los propositos de estas comunidades
eran, también, contribuir a la preservacion de la identidad cultural, al tratar de
incorporar en la ensefanza de las matematicas formas de conteo o medicion
tradicionales. Estas investigaciones también aportaron a la adaptacion didactica
de elementos prehispanicos como la Yupana para la ensefanza de operacio-
nes de suma, resta y multiplicacion; a la ensefanza del concepto de funcién
en el grado octavo de educacion basica de las escuelas de la region (mediante
el uso de disenos decorativos actuales que usan indigenas del Vaupés); a la
capacitacion de profesores indigenas, campesinos y adultos mayores de sectores
marginalizados de algunas ciudades del pais; a la elaboracion de textos que
integraron la lectoescritura con las matematicas para la alfabetizacion de colo-
nos, o el analisis de formas de razonar, contar y medir de algunos oficios que
se desarrollan en los barrios de las ciudades o municipios como la carpinteria,
ebanisteria, albanileria, modisteria, etc. Estos textos muestran otras formas de
pensar matematicamente y ensenan, tanto a estudiantes como a profesores, que
las matematicas son un producto cultural.

ALGUNAS CONCLUSIONES

Puesto que es importante que las matematicas escolares estén vinculadas con
la vida, con la realidad o con el entorno sociocultural de los estudiantes, {por
qué no indagar mas sobre esa relacion por medio de situaciones concretas,
practicas sociales u oficios que aun hoy siguen siendo muy diversos y ricos en
formas de pensar, de hacer y de comunicarse, en particular en sectores margi-
nalizados y rurales?
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Es claro que el desplazamiento forzado de comunidades obliga a abandonar
no solo las tierras, sino también las formas de vivir y sobrevivir. En tal sentido,
se puede afirmar que este tipo de violencia implica mutaciones, exterminio,
o simplemente adaptacion de las etnomatematicas rurales a los sistemas de
desarrollo o supervivencia que plantean los empleos o subempleos de las zonas
citadinas, que se caracterizan por utilizar las etnomatematicas urbanas. Sin
embargo, aun subsisten las etnomatematicas rurales y de sectores marginaliza-
dos que pueden ayudar a consolidar la Reserva Etnomatematica Nacional. Pero
en Colombia, por ahora, se desconoce parte de ellas.

Entre estas etnomatematicas estan las formas de hacer nudos, l1as maneras
de canalizar el agua en diversas topografias, unidades de longitud propias,
estrategias para medir y contar, formas de medir el tiempo y el espacio; los
juegos de ninos campesinos de comunidades apartadas; juegos tradicionales
indigenas; modos de calcular cosechas y medir terrenos; formas de pesar; des-
cripciones y razonamientos acerca de los movimientos de la luna, la traslacion
y rotacion de la tierra alrededor del sol; mitos y leyendas con una estructura
logica tal vez diferente a la proposicional; palabras numéricas y espaciales en
diversos lenguajes o hablas; formas de inferir; disenio y empleo de instrumentos
musicales o de herramientas de trabajo, entre otras.

Todas estas formas de pensar, hacer y comunicar, antes de que el despla-
zamiento forzado u otras expresiones de la violencia o la globalizacion, en su
tendencia de homogeneizacién, las transformen o uniformen, pueden servir
para la historia de las matematicas, la educacion matematica, la ciencia, o inclu-
so para el mismo desarrollo de las comunidades, dotando de mundo sensible,
referentes y practicas del contexto a la educacion. Y solo en la conviccion de
los investigadores o profesores y en el empeno de superacion de los colom-
bianos, como lo plantea Fals (1986: 90), esta la posibilidad real de conocer las
etnomatematicas rurales y las etnomatematicas urbanas que nuestro pueblo
ha desarrollado, para enriquecer y comprender mejor aquello que llamamos,
en educacion matematica, los problemas de aplicacion en la realidad de los
estudiantes. Vamos por ellas.
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ENSAYOS

El rol del cuerpo en la construccion
del concepto Espacio Vectorial

Marcela Parraguez Gonzalez

Resumen: La investigacion que se reporta a continuacion utiliza la Teoria APOE
como marco teérico y metodoldgico con el objetivo de explicar el rol del cuerpo
(o campo) en la construccion del concepto espacio vectorial. Las tres componen-
tes propuestas por el ciclo de investigacion —descomposicion genética; diseno
v aplicacion de instrumentos, y andlisis y verificacion de datos— determinan
la estructura general del estudio. Resultados obtenidos indican que el rol del
cuerpo en la construccion del concepto espacio vectorial esta vinculado, a través
de la combinacion lineal de vectores, con la existencia de vectores linealmente
independientes.
Palabras Clave: Teoria APOE, espacio vectorial, cuerpo.

The role of the field in the construction of the concept of Vector Space
Abstract: The research reported here uses the APOE theory as theoretical and
methodological framework, in order to explain the role of the field in the con-
struction of the vector space concept The three components proposed by the
research cycle —genetic decomposition, design and application of instruments
and data analysis and verification— determine the overall structure of the study.
The results obtained indicate that the role of the field in the construction of vec-
tor space concept is linked with the existence of linearly independent vectors,
through the linear combination of vectors.
Key words: APOS Theory, Vector Space, Field

Fecha de recepcién: 11 de agosto de 2011. Fecha de aceptacién: 26 de marzo de 2013.
ANTECEDENTES

El concepto de espacio vectorial, de gran importancia en algebra lineal, ha
recibido atencién de los especialistas en diferentes paises. Investigadores
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franceses (Dorier, Robert, Robinet y Rogalski, 1997) hacen referencia al obstd-
culo del formalismo. Este obstaculo ocurre cuando los estudiantes tratan de
manipular mecanicamente numeros, vectores, ecuaciones, coordenadas, etc. ks
decir, cuando se encuentran bajo una avalancha de nuevas palabras simbolos,
definiciones y teoremas’.

Estos autores concluyen que ‘para la mayoria de los estudiantes, el alge-
bra lineal no es mas que un catdlogo de nociones muy abstractas que ellos
nunca pueden imaginarse” (Dorier, Robert, Robinet, y Rogalski, 1997: 116). Asi
también, se ha reportado que el discurso matematico escolar del algebra lineal
privilegia el tratamiento algoritmico a través de las llamadas técnicas de reso-
lucién, en desmedro de la comprension conceptual de nociones basicas (Dorier
y Sierpinska, 2001). Otras investigaciones apuntan a las dificultades que los
estudiantes tienen cuando estan aprendiendo el concepto de espacio vectorial
y la construccion esquema en sus tres niveles: Intra, Intery Trans del concepto
espacio vectorial (Parraguez y Oktag, 2010).

MARCO TEORICO: TEORIA APOE

El uso de la Teoria APOE (Acciones, Procesos, Objetos y Esquemas) para explicar
la construccion de los conceptos de Algebra Lineal es relativamente reciente
(Trigueros y Oktag, 2005; Oktag, Trigueros y Vargas, 2006; Ku, Trigueros y Oktag,
2008; Parraguez y Oktag, 2010; Roa y Oktag, 2010), aunque este acercamien-
to tedrico ha sido usado con éxito en investigaciones relacionadas con el
aprendizaje de conceptos matematicos del Calculo, Andlisis, Algebra Abstracta,
Matematica Discreta y Logica. La Teoria APOE esta interesada en las construc-
ciones mentales de los estudiantes cuando estan aprendiendo un concepto
matematico. Cuando se estd usando esta teoria, los investigadores primero
hacen una descripcion de un modelo que explica el camino que los estudiantes
pueden seqguir en la construccion de los conceptos propuestos.

Este modelo es conocido como la descomposicion genética (Asiala et al,
1996; Roa y Oktag, 2010) y consiste en construcciones mentales (Acciones,
Procesos, Objetos y Esquemas) y mecanismos mentales (tales como asimi-
lacion, interiorizacion, encapsulacion y coordinacion) puestos juntos de una
manera que permite explicar el aprendizaje del concepto en cuestion. Debe
enfatizarse que la descomposicion genética se da en términos de construccio-
nes cognitivas y de un analisis de conceptos del algebra lineal a ensefary no
solo en términos de resultados matematicos. Una vez planteadas estas ideas
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basicas, a continuacion se explican brevemente las principales nociones cogni-
tivas que se han utilizado en esta investigacion, y que se pueden encontrar, por
ejemplo, en Dubinsky et al (1994), Asiala et al (1997) y Brown, A, De Vries, D,
Dubinsky y Thomas (1997).

Se hace referencia a una concepcion accion de un concepto cuando el
estudiante puede realizar calculos y trasformaciones de objetos matematicos
como resultado de una indicacion externa que le proporcione detalles precisos
de los pasos a seguir, como por ejemplo, reemplazar numeros por variables en
una férmula, o bien cuando puede realizar multiples pasos algoritmicos, siendo
cada paso provocado por uno previo.

Cuando el estudiante reflexiona sobre estas acciones, puede pensar sobre
los pasos sin tener que realizarlos explicitamente. En este caso, se dice que
las acciones han sido interiorizadas y el estudiante muestra una concepcion
proceso. Dos 0 mas procesos pueden ser coordinados para formar un nuevo
proceso.

Cuando surge la necesidad de realizar transformaciones en estos procesos,
el estudiante los encapsula en objetos y ahora puede aplicar acciones sobre
esas nuevas entidades construidas. En este caso, se evidencia una concepcion
objeto del concepto en cuestion.

Finalmente, objetos, procesos y acciones relacionados con el concepto en
cuestion forman una estructura coherente llamada esquema, que puede ser
evocada para resolver situaciones problema. Un nuevo objeto puede ser asimi-
lado a un esquema existente; de esta manera se tiene un esquema ampliado
para incluir nuevos objetos.

Segun Piaget y Garcia (1983, 1989), el desarrollo cognitivo de los esquemas,
que lleva a la comprension o construccion de los conceptos, pasa por tres nive-
les —la triada Intra, Inter y Trans—. El nivel de evolucion de un esquema se deno-
mina Intra cuando la concepcion objeto del concepto se mantiene aislada de
otras acciones, procesos, objetos y esquemas. Por ejemplo, el estudiante puede
verificar si diferentes conjuntos pueden ser espacios vectoriales o no, pero no
ve la estructura inherente de espacio vectorial en todos ellos. En el nivel Inter
de evolucion de un esquema, el objeto comienza a tener relaciones estructu-
rales con otros conceptos; en el caso de los espacios vectoriales, hay algunas
conexiones con sub-espacios, transformaciones lineales, bases, etc. En el nivel
Trans el estudiante construye la estructura o modelo con todos sus vinculos que
subyace en la actividad que esta desarrollando.
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UNA DESCOMPOSICION GENETICA DEL CONCEPTO ESPACIO VECTORIAL
Y EL ROL DEL CUERPO EN SU CONSTRUCCION

En lo que sigue, se considera que (¥, + () es un espacio vectorial sobre el
cuerpo K siy solo si: (V, +) es un grupo abeliano.

1. O:KxV—V,es una funcién que cumple:
@QVaeK)(Vx, yEN @O x+y)=a®Oxta®y)
b)VabeK)(VxeV) ((ath) Ox=a OQxtbOx)
QNVabeK)(Vxel) ((ab) ©x=a@® (bO x))
NVxeN(1Ox=x

Ademas, la estructura algebraica (K, + ¥, es cuerpo siy solo si:

() (K, +) es un grupo abeliano;
(i) (K - {0} *) es un grupo abeliano y
(i) * distribuye con respecto a la +.

Tomando como antecedente el trabajo realizado por RUMEC (Research in
Undergraduate Mathematics Education Community), en Parraguez y Oktag
(2010), se presenta una descomposicion genética que modela un posible cami-
no mediante el cual los estudiantes pueden construir el concepto espacio vecto-
rial. En ese trabajo se describen tanto las construcciones como los mecanismos
mentales que podrian tener lugar cuando los estudiantes estan aprendiendo
este concepto, centrandose por un lado en la coordinacion entre la suma de
vectores y la multiplicacién de un vector por un escalar, y por otro en la relacion
del esquema espacio vectorial con conceptos independencia lineal y base de
un espacio vectorial.
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Overacion Binari Funcion ~ Conjunto
peracion Binaria P a— (Esquerna) - (Esquema)
Aplicar Operacion Binaria a
elementos especificos de un
conjunto (Accién)
INTERIORIZACION
Aplicar Operacion Binaria Axiomas en General
a elementos —cualesquiera— (Esquema)
del conjunto. (Proceso)
ENCAPSULACIONl ASIMILACION
Cuerpo
Conjunto con Operacidn Binaria __ Conjunto con dos Operaciones Binarias
que satisface axiomas diferentes (Objeto)
(Objeto)
Suma l Multiplicacion por escalar
Conjunto con una Operacin Binaria Conjunto con una Operacidn
(Objeto) sobre un cuerpo (Objeto)

Coordinacion
(mediante leyes distributivas)

Conjunto con dos Operaciones (una sobre un cuerpo)

que satisface axiomas
(Objeto)
INTRA / INTER TRANS
Objetos, procesos, acciones, Relaciones a través de subespacios, Los esquemas pueden ser evocados
y esquemas aislados, —> combinaciones lineales, = cuando sean necesarios para resolver

bases. etcétera problemas. Estdn conscientes
, .
de la estructura.

Figura 1. Descomposicion genética del concepto espacio vectorial como esquema
(Parraguez y Oktag, 2010: 215)
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De acuerdo a la Descomposicion Genética presentada en Parraguez y Oktag
(2010) el concepto espacio vectorial es un esquema construido fundamental-
mente por la relacion de tres esquemas: conjunto, operacion binaria y axioma,
junto con la coordinacion de los procesos que subyacen al objeto suma de
vectores y al objeto multiplicacion por escalar, y los axiomas que involucran la
suma de vectores y la multiplicacion por escalar, permitiendo emerger un nuevo
objeto que puede ser llamado espacio vectorial. (Ver Figura 1).

En Parraguez y Oktag (2010) se describe la construccion del objeto espacio
vectorial; es decir, la descomposicion genética que corresponde a la coordina-
cion entre los procesos operaciones suma y multiplicacion por un escalar, que
junto a su axiomatica definen al espacio vectorial como objeto. Los resultados
de esta investigacion muestran que cuando los estudiantes carecen de las cons-
trucciones descritas en la descomposicion genética como prerrequisito, se hace
muy dificil que desarrollen un esquema suficientemente fuerte del concepto
espacio vectorial.

Con base en la descomposicion genética presentada anteriormente, en este
articulo se discutira el papel que juega el cuerpo para la comprension profunda
del concepto espacio vectorial. Cuando se dice “‘comprension profunda” se esta
pensando que las siguientes construcciones y mecanismos mentales estarian
involucrados: 1) interiorizar acciones, 2) coordinar dos o mas procesos de modo
que los estudiantes respondan a situaciones en las que lo necesitan y 3) encap-
sular procesos.

Como se ha explicitado en la descomposicion genética previamente presen-
tada, es importante observar si el estudiante muestra las construcciones menta-
les necesarias respecto al cuerpo, y al papel que este juega en la construccion
del concepto del espacio vectorial. Al respecto, es posible senalar que un cuerpo
es un conjunto con dos operaciones binarias diferentes, construido de manera
similar al del concepto espacio vectorial; es decir, para construir el concepto de
cuerpo, un estudiante empieza por activar sus construcciones mentales acerca
de los conjuntos y la operacion binaria. Esto implica que el estudiante aplica una
operacion binaria especifica a pares de elementos especificos de un conjunto,
como una accion. Esto es, dados dos elementos de un conjunto especifico y una
operacion binaria determinada, puede encontrarse el elemento resultante. Esta
accion es interiorizada en un proceso que implica pensar sobre lo que la ope-
racion binaria hace a todos los elementos de un conjunto, de manera general.
Después, este proceso es encapsulado en un objeto al cual el estudiante puede
aplicar acciones. En este punto el objeto “conjunto con operacion binaria” puede
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ser asimilado por el esquema de axiomas (el cual contiene cuantificadores) para
dar lugar a un nuevo objeto que es un conjunto con una operacion binaria que
satisface axiomas. El estudiante puede verificar si todos los axiomas de grupo
abeliano se satisfacen o si hay algunos que no se cumplen. Los objetos que
son conjuntos con dos tipos de operaciones (suma y multiplicacién) pueden
ser coordinados a través de los procesos que los relacionan y los axiomas de
distributividad que involucran ambas operaciones, para que emerja un nuevo
objeto que puede ser llamado cuerpo.

ASPECTOS METODOLOGICOS
ESTUDIANTES PARTICIPANTES EN LA INVESTIGACION

Los participantes fueron diez voluntarios de la carrera de Licenciatura en
Matematica de una universidad latinoamericana en Chile: seis de cuarto semes-
tre (cursaban Algebra Lineal 1) y cuatro de octavo semestre (cursaban Teoria
Algebraica de Numeros).

La totalidad de ellos habfa cursado la asignatura Algebra y Geometria®. Este
es un curso inicial de Algebra Lineal, con énfasis en las aplicaciones sobre
espacios geométricos de dimensiones dos y tres, que se propone el manejo de
métodos del Algebra Lineal, tanto en el dmbito de la resolucion de sistemas de
ecuaciones lineales como en el de problemas elementales al alcance de esos
métodos. El estudiante se prepara asi para un estudio mas avanzado en el
topico y se provee, ademas, de una herramienta para el calculo de varias varia-
bles y de una conceptuacién adecuada para el estudio de la geometria y las
estructuras algebraicas.

En ese curso del plan comun, el concepto de espacio vectorial suele introdu-
cirse mediante explicaciones relacionadas con la definicion de espacio vectorial
V" sobre un cuerpo K. Dicho procedimiento de explicacion consiste en aclarar
qué significa que (¥,+) tenga estructura de grupo, que K tenga estructura de
cuerpo y que ¥V va a ser un K-espacio vectorial, si y solo si cumple con las
propiedades (a), (b), (c) y (d) de la pagina 136.

Los estudiantes que participaron en el estudio habian trabajado los con-
tenidos basicos del Algebra Lineal: sistemas de ecuaciones lineales, espacios
vectoriales y transformaciones lineales. Sin embargo, tomando en cuenta las

' Del plan comun -primer afio— de las carreras de Pedagogia en Matematica y Licenciatura en

Matematica.
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consideraciones expuestas arriba, esto no necesariamente implica una com-
prension profunda de los conceptos involucrados.

DISENO DE INSTRUMENTOS PARA LA RECOLECCION DE DATOS

Se discutirg, con base en la descomposicion genética anterior, el papel que
juega el cuerpo

Para recopilar la informacién que permita discutir, con base en la descom-
posicion genetica realizada por Parraguez y Oktag, el papel que juega el cuerpo
para que los estudiantes logren una comprension profunda del concepto espacio
vectorial, se disenaron entrevistas semiestructuradas de seis preguntas, en las
que cada pregunta fue creada con la intencion de examinar construcciones
mentales especificas dispuestas en la Figura 1. En la pregunta 1:

Pregunta 1

3 ) ) 3
¢Z5 es un subespacio vectorial de R™,

fue disenada con la intencion de observar si el estudiante aplica una operacion
binaria especifica a pares de elementos especificos de un conjunto, como una
accion o un proceso, para mostrar primero que Zs no es un subcuerpo de R,y
en segundo lugar mostrar que Z3 no es subespacio vectorial de R®

Por otro lado, la Pregunta 2:
¢Es posible que exista un espacio vectorial que tenga solo dos elementos?

fue disenada con el proposito de observar algunos elementos de las construc-
ciones mentales que hace el estudiante hasta la evolucién de esquema a un
nivel Inter de espacio vectorial. Pero también, en esta pregunta, subyace una
conexiéon importante, de identificar operaciones y propiedades (de la pagina
136), cuando cuerpo y espacio vectorial sean el mismo conjunto, en el esquema
correspondiente. Esto permite observar si el estudiante muestra las construc-
ciones necesarias respecto del cuerpo y el papel que juega el cuerpo en la
definicion del espacio vectorial.

Cuando el estudiante reflexiona sobre los axiomas para construir un ejemplo,
significa que percibe al conjunto de axiomas como una totalidad y se da cuenta
de las propiedades de la estructura llamada espacio vectorial. Esto indica que,
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para contestar esta pregunta, el alumno, por un lado, necesita una concepcion
proceso para construir ejemplos concretos de espacios vectoriales y, por otro,
haber encapsulado dicho proceso para poder pensar en el cumplimiento de pro-
piedades en aquellos ejemplos que las satisfacen. También, si el estudiante es
capaz de argumentar que el espacio vectorial con dos elementos no es Unico;
es decir, si se da cuenta de que puede haber mdas de un espacio vectorial con
dos elementos y puede dar ejemplos concretos de sus afirmaciones, se conside-
rara que muestra una concepcion objeto, ya que ha encapsulado el proceso de
averiguar axiomas para que un conjunto llegue a constituir un espacio vectorial.
Aungue no esta incluido en la pregunta explicitamente, podria resultar util iden-
tificar en si mismo un cuerpo con un espacio vectorial, para mostrar los niveles
de esquema. Por ejemplo, el estudiante evidenciara un nivel Inter respecto del
esquema de espacio vectorial, si establece relaciones entre la estructura alge-
braica de un cuerpo y la estructura algebraica de un espacio vectorial, llegando
a concluir que “todo cuerpo es un espacio vectorial sobre si mismo’”.

La Pregunta 3:

SSK=7Z3y V= {(x, x, x)|xeK } con la suma y el producto modulo 3.
¢Es v un espacio vectorial sobre K?,

fue elaborada para mostrar como el estudiante encapsula el proceso de trabajar
con espacios vectoriales finitos donde las operaciones que lo definen son no
usuales, sobre un cuerpo finito.

* Otros espacios vectoriales con dos elementos sobre cuerpos distintos serian, por ejemplo:

Wv= {-1,1} sobre R con las operaciones:
Suma: v, + v.= v; v, para todo v, v:€ V'

Multiplicacién por Escalar: v = 1, para todo v € V'y para todo « € R

i) V= {-1.1} sobre Z. con las operaciones:
Suma: v, + v2= v, v, para todo v, v.€ V

Multiplicacion por Escalar: 0°1=1, 0'(-1)=1, 1'1=1, 1°(-1)=-1
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La Pregunta 4:

¢IR es un espacio vectorial sobre Q? (con las operaciones usuales, donde @
representa al conjunto de los nimeros racionales),

fue disenada para mostrar como el estudiante encapsula el proceso de trabajar
el espacio vectorial sobre un subconjunto de él. A partir de los argumentos
dados por los estudiantes, se espera tener un panorama general acerca de las
construcciones mentales de los alumnos, respecto al rol que juegan el espacio
vectorial y el cuerpo de los escalares, cuando hay una inclusion entre los dos
conjuntos.

La Pregunta 5:

éQ es un espacio vectorial sobre R? (con las operaciones usuales, donde R
representa al conjunto de los nimeros reales),

fue elaborada para mostrar coémo el estudiante desencapsula el objeto espacio
vectorial sobre el cuerpo de los niimeros reales.

Consideramos que la construccion del cuerpo se da en forma paralela
e implicita a la construcciéon del concepto espacio vectorial. Por eso utilizaremos
las cinco preguntas anteriores correspondientes a la entrevista que ocupamos
para documentar la descomposicién genética anterior, Parraguez y Oktag (2010),
y que guardan relacion con el cuerpo.

La Pregunta 6 estd conformada por los siguientes incisos:
Sea R* un R-espacio vectorial y
L(R?, R?) = {f: R*>R’|fes una transformacion lineall,

Se definen las siguientes operaciones:

Suma + R*xX R*—>R?
((a,b), (c,d))—) (a te b+ d)

Multiplicacion por escalar @ : L (]Rlz, ]RZ) X R? —» R?
(fx)—>fOx=f(x)
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Si sabemos que (]R%z, +) es un grupo abeliano,

a) ¢Qué axiomas faltan para que R* sea un espacio vectorial sobre L(RZ, RZ)?,
ése cumplen dichos axiomas?

b) ¢El conjunto §(1,0), (01)}. es linealmente independiente bajo la suma vy la
multiplicacion por escalar definidas anteriormente?

c) Comente y justifique.

Es importante hacer notar que esta ultima pregunta no forma parte del
grupo de preguntas disenadas para documentar la descomposicion genética
de la Figura 1, sino que fue creada explicita y puntualmente para indagar con
mas profundidad cémo estudiantes que trabajan bien con operaciones usuales
que definen al espacio vectorial y que conocen las definiciones de base de un
espacio vectorial y conjuntos linealmente independientes quedan, sin embargo,
atrapados en operaciones no usuales, porque no manejan la estructura de
grupo y de combinacion lineal que subyace a estos conceptos, donde la estruc-
tura algebraica de cuerpo como objeto forma parte importante de este anda-
miaje estructural; por ende, los argumentos proporcionados por los estudiantes
estarian evidenciando construcciones mentales especificas relacionadas con la
construccion del cuerpo.

Se debe subrayar que esa pregunta se convertira en el objeto de observacion
mas importante para mostrar las evidencias que dan los estudiantes, con res-
pecto al rol del cuerpo en la construccion del concepto espacio vectorial.

ANALISIS Y VERIFICACION DE DATOS

A partir de la descomposicion genética presentada en la Figura 1, se analizan
los resultados detectando qué elementos no han sido considerados o en cudles
de las construcciones dadas hipotéticamente en dicha figura, se muestra el rol
que juega el cuerpo en la construccion del concepto espacio vectorial como
esquema. Esto estd hecho para las construcciones mentales especificas con
las que cuenta el analisis tedrico, dispuesto en la Figura 1, y que son las que
sustentan la construccion del concepto espacio vectorial y cuerpo: conjunto,
operacion binaria y axioma, como esquema.

A continuacion se dan a conocer resultados de las entrevistas para ver en
detalle las construcciones y mecanismos mentales que parecen estar haciendo
los estudiantes en la construccion del concepto espacio vectorial, y documentar
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asi el rol del cuerpo en la construccion. En los extractos que siguen, los estu-
diantes son numerados de ES1 a ES10 y el entrevistador es E.
Algunos ejemplos de la entrevista

La entrevista estuvo orientada a observar como y hasta donde los estudiantes
podian prestar atencion a la estructura algebraica sobre la cual un espacio
vectorial define sus escalares. En la pregunta 6 de la entrevista, juega un papel
importante el cuerpo en el esquema de espacio vectorial. Por eso esta pregunta
es relevante para documentar si el estudiante muestra las construcciones men-
tales necesarias respecto al cuerpo y el papel que este juega en la construccion
del concepto espacio vectorial, como se ha previsto en la descomposicién gené-
tica. En relacién con esto, un conflicto que puede presentarse es que no le cause
ningun problema al estudiante que la multiplicacion por escalar estd definida
sobre un anillo que no es un cuerpo.

En el siguiente extracto vemos que el estudiante 5 reflexiona sobre Ia rela-
cién que existe entre las dos operaciones. El fue el tnico de los diez estudiantes
entrevistados que reflexiond sobre el conjunto donde se definen los escalares.
Al respecto senalé:

[127ES5] O sea, por lo que yo conozco, en este conjunto de las funciones linea-
les esta... La multiplicacion es la composicion, o sea, por lo general, no
sé si habra otra; creo que hay otras cosas como algo de convolucion,
creo que me han dicho unos profesores, nunca he visto eso pero
bueno... Me guio segun lo basico, la suma de funciones que siempre
esta definida y la multiplicacién no es —que serfa la composicién—; de
hecho, hay otras cosas por ejemplo: estd la... una funcion se multiplica
con un escalar real.

[128E] También, ino es cierto!

[128ES5] Si.

[129E] Multiplicacion por escalar.

[129ES5] Claro, pero ahi entonces deberfa ser esto, deberia ser un cuerpo de

L(]RZ, ]Rz) con la operacién suma de funciones y la composicién de
funciones, ese es el cuerpo.

Posteriormente el ES5 comprob6 uno a uno los axiomas (a), (b), () y (d) de la
pagina 136, concluyendo que (]R{z, +, @) es un espacio vectorial sobre L(]Rz, ]R{Z).
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Para mirar la dependencia lineal del conjunto {(1,0), (Ol)} el ES5 recurre a la
definicion. Veamos un extracto de la entrevista para ver lo que sucede:

[142ES5]

[143E]
[143ES5]

[144E]
[144ES5]

Después de
sequir, y es ahi

[147E]
[147ES5]

[148E]
[148ES5]

[149E]
[149ES5]

Para el ESS5,

O sea, para ver si los vectores son linealmente independientes voy a
utilizar la definicién que conozco, pero con esas nuevas operaciones:
fFOMLO+gO01)=(00ysifygson cero, entonces el conjunto
es linealmente independiente.

Me podria especificar que cero son fy g.

Si. Hum... Como f'y g son funciones, entonces deben ser la funcion
nula... Pero mi problema no es ese... INo sé como seguir!

¢Como?.. dQué quiere decir?

Eso. Que no sé que mas hacer... Solo puedo escribir

F1,0)+ g (01) = (0,0) ..pero, segun yo recuerdo, estos vectores (1,0) y
(0,1) en R*son linealmente independientes, pero con otras operacio-
nes... Pero no sé qué esta pasando aqui.

un rato, el ES5 le declara a la entrevistadora que no sabe cémo
donde esta interviene, diciendo lo siguiente:

¢Podrias mirar si un solo vector es linealmente independiente?

A ver, lo voy a intentar con el (1,0).. Ah.. Ese vector es linealmente
independiente porque no es el vector nulo..

Lo puedes probar?

Eeeeee.. Si hago lo mismo que antes, pero con un vector, me queda
£@,0)=(00) ..y fes una funcion lineal..

¢Qué puedes decir de eso que has escrito?

No sé... Porque hay varias funciones lineales que al valorarlas en (1,0)
me dan (0.0)... Pero, no logro darme cuenta... éQué significa?

como puede observarse a partir de los dialogos anteriores, fue

imposible llegar a concluir que el conjunto {(1,0)} no es linealmente indepen-
diente y, por ende, no pudo responder lo que se preguntaba.

Con respecto a esta misma pregunta 6 de la entrevista, el resto de los estu-
diantes se limité a enlistar los axiomas (ver figura 2), en relaciéon a que L(RZ, ]R{Z)
es un cuerpo, como fue el caso del estudiante 3:
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Aé »xioma. (clavsum ,@). Se cuwz/ e
3 Por videroh ok g
AT axcowma (diorpibutivi DAD).

($+9)0x=fox ryox

A$ A gy

(J‘))QK = f(‘SQK) = 5(}.@*)
M AT {Oxex

A0 Arome £Olxty) s £ foy
Figura 2. Lista de axiomas que escribe el ES3

Este estudiante, posteriormente, procedié a averiguar si dichos axiomas se
cumplian o no (ver figura 3), concluyendo que (]R{Z, +, G)) no es un espacio

vectorial sobre L(]RZ, ]R{Z) .

A7 Geg)casfen rgen
Ch‘))ﬂk sfox +9ox

#F+9)t = fen + gea
Fox » 4o,

T.ose cowmmple.

7 @loxs (ryea
OF)oa =6f)ox

riise cunple

2 Hmee 1 oy 1=fex)
. Fuvetof comstmrre
© Mo se cunple

ne: ‘{0(**7):{():»):
Lo st cumple, Sa cuwple Sdameans
P FUNCloMes  LiveaLwss,

Figura 3. ES3 verificando axiomas
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Y para el resto de las preguntas, el ES3 respondio y argumenté que
{(1,0), (0,1)} es linealmente independiente, porque ese conjunto es la base cano-
nica para R®

Hasta el momento se puede decir que el ES5 y el ES3 estan dando eviden-
cias de que han construido los procesos relacionados con los axiomas que con-
tienen ambas operaciones: suma de vectores y multiplicacion por escalar, pero
sin reflexionar sobre los procesos suma y producto que constituyen la estructura
algebraica del conjunto de los escalares.

Detengamonos aqui para considerar lo siguiente: si la estructura esta defi-
nida de manera que los vectores sean los elementos de R? pero los escalares
pertenezcan al anillo L(]Rz, ]R{Z), entonces no se cumple que
fOx=0f=0vx= 0),siendofeL(]R2,]R2)yxe R’

En efecto, si consideramos x, € R? —{(O, 0) | entonces por teorema de com-
pletacion® de la base existe y € R*tal que {xo,y } es una base para R* (R* como
R espacio vectorial). Luego por el teorema fundamental del algebra lineal existe
f=R*— R’una funcién lineal tal que f(x,) = 0, pero f'(y) # 0, entonces f no
es la funcién nula.

Esto trae como consecuencia que ningun vector de IR? es linealmente inde-
pendiente; por lo tanto, no hay base para R* ¢éPor qué? Porque la estructura
algebraica de los escalares es un anillo que no es un cuerpo.

Otra pregunta, la numero 2 de la entrevista tenia el proposito de observar
algunos elementos de las construcciones mentales que tiene el estudiante,
hasta la evolucion de esquema a un nivel Inter de espacio vectorial.

En la entrevista con el ES4 se obtuvo lo siguiente:

[63ES4] Es posible que exista un espacio vectorial que tenga solo dos elemen-
tos: si.

[65E] ¢Cual?

[64ES4] Asi como de memoria, no me acuerdo.

[66E] Si tu dices si, tienes que decir por qué piensas que si. Si dices que si,
tu mente algo te esta diciendo. &Y por qué si?

[65ES4] Porque entre ellos puedo hacer las operaciones.

> Sea V un espacio vectorial sobre K, con dimV=n, y un conjunto de vectores en V linealmen-

te independiente X={v, ..., v}, r<n, entonces existen vectores v.., ... , v. en V, tal que el conjunto
{vy «, v,} es base de V.
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[67E] Pues, entonces, arguméntame el si; no importa que no sea o si no me
puedes decir cual, pero tu tienes una razon para decirme que si, esa
razon necesito conocerla.

[66ES4] Porque entre ellos puedo hacer la operacion, puedo emplear las ope-
raciones necesarias para ser un espacio vectorial.

[68E] Me tienes que nombrar qué operaciones estas pensando.

[67ES4] iAh! Porque por ejemplo si tomo el caso de R? dos elementos de R?,

alguno en especifico, entonces el cuerpo va a ser R* y puedo agarrar
los elementos para multiplicar de R.

[69E] Entonces, anota todo eso que me estas diciendo.

[68ES4] Prefiero contarselo.

[70E] Es que yo en la respuesta necesito el argumento, necesito ponerlo
ahi, el argumento, porque todos los estudiantes dan argumentos dis-
tintos.

[69ES4] .. Necesarias para.. Ah, no creo... Para...

[71E] ¢No te aventurarias a decir qué elementos tendrian que estar mas o
menos?

[70ES4] éCudles serian? Si, plano, dos rectas que formen un plano.

En esta respuesta podemos apreciar un esquema débil de conjunto,* el cual
es un prerrequisito en la descomposicion genética, que influye negativamente
en la construccion del concepto de espacio vectorial.

Otro estudiante, el ES6, piensa que no es posible tener un espacio vectorial
con dos elementos, ya que uno tiene que ser el elemento identidad para la
suma, y el otro elemento, sumado con el mismo, estara “fuera del conjunto”.
Este estudiante concluye que no es posible tener un espacio vectorial con un
numero finito de elementos. De acuerdo con el analisis, este estudiante tiene
un esquema de operacion binaria débil, que también es un prerrequisito; para
construir el espacio vectorial como objeto, lo cual no le permite desarrollar
algunas construcciones necesarias para tener un esquema de espacio vectorial
fuerte, sustentado en la estructura algebraica del cuerpo.

Cabe aclarar que es la totalidad de la entrevista la que da una idea de las
dificultades del estudiante para darse cuenta del rol que tiene el cuerpo en la
construccion del concepto espacio vectorial y las concepciones que muestra; sin

* El esquema de un concepto es débil, cuando la coherencia de este lo es. La coherencia entendida

segtin Dubinsky (1991) como una herramienta mental que permite determinar si una situacion matema-
tica se puede manejar con dicho esquema o no.
* El esquema de un concepto es fuerte, cuando la coherencia (en el sentido de Dubinsky, 1991) lo es.
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embargo, estos diez estudiantes entrevistados han dado evidencias de que no
han incorporado la razén de ser de un cuerpo en la estructura de espacio vec-
torial, ya que éstos quedaron ciegos a realidades compuestas estructuralmente,
como argumentar que en la pregunta 6 el conjunto {(1,0), (O,l)} es linealmente
dependiente.

DISCUSION

El proceso de investigacion, sequido de entrevistar a algunos estudiantes, ha
permitido llegar a la conclusion de que no hay una valoracion de la estructura
de cuerpo para construir el concepto espacio vectorial. Es decir, los estudiantes
muestran un desmerecimiento por indagar en este conjunto con dos operacio-
nes binarias diferentes que satisfacen axiomas —llamado cuerpo-. Esto, aunque
no se puede explicar completamente en terminologia que utiliza la teoria APOE,
se relaciona con una descoordinacién, que se da entre los procesos que subya-
cen ente la concepcion objeto de espacio vectorial y de cuerpo.

Espacio vectorial

Conjunto con una Operacidn Binaria Conjunto con dos Operaciones Binarias

yuna mulﬂp.li(adon por escalar, diferentes, que satisface axiomas
que satisface axiomas (Objeto)

(Objeto)

Cuerpo

Descoordinacion

Prueba de ello es la afirmacion que realiza el estudiante 5, para la primera
parte de la pregunta 6:

[129ES5] Claro, pero ahi entonces deberfa ser.. esto deberia ser un cuerpo de
L(]R{Z, ]Rz) con la operacién suma de funciones y la composicién de
funciones, ese es el cuerpo.

En la afirmacion [129ES5] el estudiante menciona y reconoce que para que

R* sea un espacio vectorial sobre el conjunto L(RZ, ]Riz), este ultimo “deberia
ser un cuerpo’, y asume esto como un hecho, algo que debe ser asi, razon por

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 25, NUM. 1, ABRIL DE 2013 149



El rol del cuerpo en la construccion del concepto espacio vectorial

la cual no siente la necesidad de demostrar ni verificar, procediendo a revisar
cuestiones que le parecen mas importantes, como los axiomas que definen al
espacio vectorial.

El ES5 fue el Unico de los diez entrevistados que hizo mencion explicita a las
operaciones que definen a L(]RZ, ]R{Z) para que llegase a conformar un cuerpo,
cuestion de cumplimiento imposible, y una de las razones es que L(RZ, ]Rlz) con
la operacion compuesta de funciones no cumple la conmutatividad.

Este proceder de los estudiantes entrevistados para esta primera parte de la
pregunta 6, muestra que ellos no toman conciencia de la importancia de esta
estructura de cuerpo en la construccion del concepto espacio vectorial.

Una pregunta que se puede plantear es: éicomo podemos ayudar a que los
estudiantes den importancia a la estructura de cuerpo en la construccion del
concepto espacio vectorial?

Cada etapa de la descomposicion genética presentada en esta investigacion
requiere atencion para hacer las construcciones necesarias que demanda la
concepcion esquema del concepto espacio vectorial. Ademas, hay que enfrentar
a los estudiantes a situaciones problematicas que consideren operaciones suma
y multiplicacion por escalar diferentes a las usuales, para que ellos puedan
reflexionar y analizar el porqué una estructura (IK, V, ®, (D) requiere de los
axiomas:

a®(®v)=(a®v)®(a®v,) dndea€Kav, v,EV
a+B)®v=(a®v)D(B®v),dndea peKnrveTV
aB)®v=a® (B®v), dondea, PEKAVEV

para que sus componentes:
(uerpo

(onjunto con dos Operaciones
Binarias diferentes

Suma Multiplicacion
de Vectores Por escalar

no queden como estructuras aisladas cuando construyen el esquema del con-
cepto de espacio vectorial.
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Considerar que estas operaciones no son independientes una de la otra y
analizar la razon de ser del cuerpo en cada uno de los axiomas que comprende
la definicion de espacio vectorial, asi como también en conceptos que sustentan
al algebra lineal —como el de base de un espacio vectorial-, puede generar la
reflexion de esta estructura de cuerpo para el concepto espacio vectorial, mas
alla de la mecanizacion. Evidencia de ello es que el ES5 y el ES3, a pesar de que
pueden manejar las operaciones no usuales de la pregunta 6 y la definicion de
vectores linealmente independientes, no pueden argumentar por qué el conjun-
to {(1,0), (O,l)} no es linealmente independiente. Este argumento solo se podria
elaborar si el estudiante tuviera pleno reconocimiento del rol de esta estructura
de cuerpo en la construccion del espacio vectorial.

En este camino, es importante mencionar los materiales propuestos por
Weller y sus colegas (Weller et al, 2002), donde el trabajo con espacios vecto-
riales se inicia con acciones sobre vectores especificos de espacios vectoriales
de dimension finita como Z 3 e sobre un cuerpo finito Z.

Ahora, las nociones geométricas indudablemente estan presentes en la
mente de algunos estudiantes cuando piensan en el concepto espacio vectorial.
Fue el caso del ES1, quien esbozd algunas transformaciones lineales de L(]R{Z, ]RZ),
las cuales posteriormente declaré que no le servian, para mirar el comporta-
miento de L(]Rz, IRZ). Ver Figura 4.

o?ﬂzﬁ) 2 ;((2,5)
0= (54)= Alss)
ﬁou = NxY)

Lo sw vy !

Figura 4. ES1 esbozando algunos elementos de conjunto L(RZ, ]R2>
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Por su parte, en el problema 3, el estudiante 4 también intenta acudir a
representaciones de tipo geométrico. Sin embargo, abandona sus intenciones
rapidamente cuando, al parecer, este tipo de representacion no le permite entre-
lazar los conceptos involucrados. Por lo anterior, considero de gran importancia
abordar esta problemética mas alla de los espacios vectoriales R*y R es decir,
pensar en como estas representaciones geométricas de vectores particulares
pueden contribuir con la generalizacién de argumentos sobre otros espacios,
0 como el uso de estas representaciones limita la construccion adecuada del
concepto.

Para finalizar, quiero mencionar, en relaciéon a la matematica de la
pregunta 6 de la entrevista, que el hecho que la siguiente proposicion
(fOx=0)=(f=0vx=0), sea falsa para L(R?, R?) y xER’, trae como consecuen-
cia que ningun vector de R? es linealmente independiente. Esto me permite
sugerir que, una de las posibles descripciones de la importancia del cuerpo
en la construccion del concepto espacio vectorial es que permite asegurar la
independencia lineal de un vector, porque si un espacio vectorial esta definido
sobre un anillo (como fue el caso de la pregunta 6), trae como consecuencia la
inexistencia de vectores linealmente independientes.

Este argumento no se encontrd en las respuestas de los estudiantes entrevista-
dos. No fue suficiente que manejaran operaciones binarias no usuales (como en
la pregunta 6) y la definicién de vectores linealmente independientes para abordar
el rol de la estructura de cuerpo en la construccion del espacio vectorial.

Ahora, asegurar la independencia lineal de un vector es teéricamente un
paso primario (a partir del teorema de completaciéon de la base) para mostrar
conjuntos linealmente independientes en un espacio vectorial. Y digo primario
porque siempre a partir de un vector linealmente independiente se puede cons-
truir una base para el espacio vectorial donde ¢l es linealmente independiente.

Ya que la independencia lineal es fundamental para comprender el concep-
to de base en un espacio vectorial, el concepto base es esencial para el teorema
fundamental del algebra lineal, el cual se refiere a la existencia de trasforma-
ciones lineales cuando se definen en una base del espacio vectorial de partida
de la transformacion lineal.

Sin duda, abordar esta problematica desde su misma naturaleza abstracta®
ofrece un campo de posibilidades para desarrollar en los estudiantes procesos

® Jun -IK espacio vectorial de dimension mayor o igual a dos yL(V, ? = {{ : V—> V/fes una transformacion linealz
definen una estructura “de espacio vectorial’, considerando como vectores los elementos de ¥, y como escalare:
las transformaciones lineales de 7" en ¥, ponderando a través de la evaluacion de funciones.
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de abstraccién que promuevan el desarrollo de su pensamiento matematico, ya
que en esta estructura se cumplen formalmente todas los axiomas de espacio
vectorial (excepto, por supuesto, que los escalares sean un cuerpo), pero no
existen conjuntos linealmente independientes, porque L(V, V) es un anillo que
no es un cuerpo.
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Zapata, M. Ay Blanco, L J. (2012). Las prdcticas de ensenanza. Formacion
inicial del profesorado de Matemdticas. Editorial Académica espanola. Berlin
Alemania. ISBN 978-8484-5512-6

Las practicas de ensenanza cumplen un papel fundamental en la formacion de
futuros profesores, ya que les permiten establecer vinculos entre la teoria y la
practica educativa. A este respecto, las practicas de ensenfanza permiten a los
Estudiantes para profesor (EPP) el contacto directo con los procesos de ensenan-
za/aprendizaje que se realizan en los centros educativos y, especificamente, en
las aulas. De esta manera, proporcionan al estudiante una primera experiencia
en relacion con la profesion docente que anteriormente habian experimentado
desde otra dimension.

Las prdcticas de ensenanza. Formacién inicial del profesorado de Matemdticas
es una obra de divulgacion e informacion rigurosa, sobre la formacion de los
estudiantes para profesor de Matematicas en sus practicas profesionales. Parte
de la idea de que una de las formas de lograr la consolidacion de un perfil
pedagogico idéneo y perdurable es a través de las Practicas profesionales.

El libro es fruto de la colaboracion entre investigadores del Departamento de
Didactica de las Ciencias Experimentales y de las Matematicas de la Universidad
de Extremadura (Espana) y la Facultad de Educacion de la Universidad de Piura
(Peru). El profesor Marcos Augusto Zapata Esteves —director del programa de
postgrado de la Universidad de Piura (Pert) y capacitador de profesores en servi-
cio del programa del Ministerio de Educacion del Peri PRONAFCAP-y el profesor
Lorenzo J. Blanco Nieto —catedrdtico de Didactica de la Matematica, Director del
Departamento de Didactica de las Ciencias Experimentales y de las Matematicas
en la Universidad de Extremadura— han sintetizado una investigacion sobre for-
macion de profesores de matematicas con el fin de: “brindar informacion sobre
los elementos 0 aspectos que deben ofrecerse a los estudiantes para profesores
dentro de las asignaturas de Practica profesional, [asi] como de los lineamientos
teorico-practicos importantes para su accionar en las aulas y en su quehacer
pedagdgico dentro de las instituciones educativas”.

El estudio de las Practicas Profesionales en este libro refiere a diferentes
aspectos que los EPP deben desarrollar a través de las practicas de ensenanza:
planificar lo que se ensenara y lo que los estudiantes aprenderan, reflexionar
sobre la didactica empleada, las acciones, los materiales, o los recursos educati-
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vos y la evaluacion; asi como todo aquello que configura los elementos basicos
de la practica pedagoégica docente. Esto se hace con el fin de favorecer el desa-
rrollo —en los futuros profesores— de las habilidades, capacidades y destrezas
que les pueden hacer mas competentes en su quehacer en las instituciones
educativas.

El libro consta de cuatro capitulos. En el primero se fundamentan diferentes
significados, objetivos y funciones de las practicas de ensefanza. Esto se hace a
partir de publicaciones de diversos autores que han profundizado sobre el tema.
El capitulo finaliza con una serie de sugerencias sobre los procesos y procedi-
mientos que debe tener un programa de practicas de ensenanza.

El seqgundo capitulo refiere al rol tanto de los EPP, como del formador vy el
tutor en las practicas de ensenanza. A lo largo de este capitulo se describe, en
primer lugar, una serie de variables a considerar en la formacién de los EPP. Las
variables hacen referencia a competencias, habilidades y conocimientos para
crear ambientes de aprendizaje apropiados.

En cuanto al rol del formador y del tutor en las practicas de ensefanza, se
hace énfasis en la importancia de la intervencion formativa, y se ofrecen algunas
sugerencias y recursos practicos que pueden ayudar a optimizar su acompana-
miento al EPP. Entre las sugerencias, estan la planificacion del Formador sobre
las practicas de ensefianza del EPP, donde se especifican las responsabilidades
y funciones del Formador, el Tutor y el EPP, ademds de la buena comunicacion
entre estos tres agentes. En cuanto a los recursos que utilizan los formadores y
que se emplean en la planificacion y ejecucion de las practicas, estan: la obser-
vacion pedagdgica, la critica pedagogica, la microensenanza, el andlisis de las
programaciones y disenos de Actividades de Ensenanza-Aprendizaje, el andlisis
de los diarios de clase que elaboran los estudiantes y la revision de la carpeta
pedagdgica que confeccionan los EPP.

El tercer capitulo presenta un sistema de categorias que puede contribuir
al desarrollo de la capacidad de los EPP sobre el andlisis y reflexion de su
desempeno docente durante las sesiones de ensenanza-aprendizaje: observar
y aprender de otros profesores, conocer el proceso de aprendizaje de los alum-
nos, aplicar distintos métodos y estrategias didacticas, adquirir seguridad en el
uso de materiales y recursos didacticos y desarrollar diversas habilidades para
gestionar el aprendizaje durante las sesiones de clase.

El sistema consta de trece categorias y cada una de ellas contiene diferentes
indicadores que permiten analizar y evaluar la practica pedagogica de los EPP.
Uno de los indicadores de la categoria ‘el clima y organizacion fisica del aula’
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es: ‘la organizacion fisica y la ambientacioén son funcionales para el trabajo en
el aula”. Para la categoria ‘competencias, capacidades, objetivos’, esta la pre-
sencia de las competencias, capacidades y objetivos en la programacién y con-
duccion, y el que sean adecuadas al nivel o grado de estudios. En la categoria
de “contenidos” estan los criterios empleados para la seleccion, secuenciacion
y organizacion de los contenidos, también su fundamentacion tedrica y el rigor
de los contenidos, entre otros 12 indicadores mas.

Respecto de la categoria “actividades” hay 15 indicadores, en ellos se mira: si
motivan nuevos aprendizajes, si refuerzan los nuevos contenidos, si consolidan
los nuevos aprendizajes. Mientras que en la categoria ‘metodologia’, se mira si
se recogen saberes previos del alumno, si hay aplicacion de conceptos impar-
tidos al final de los temas, si son secuencias estructuradas o en espiral, entre
otros 15 indicadores.

El uso de lenguaje explicativo, argumentativo, imperativo o interrogativo hace
parte de los indicadores de la categoria de “‘comunicacion’. En la categoria de
las “conexiones” se mira si hay conexiones entre los conceptos matematicos a
trabajar y la historia de las matematicas, con otras disciplinas, etcétera. En la
categoria “ejercicios y resolucion de problemas’ se mira si se presentan ejercicios
de interiorizacion del lenguaje simbdlico o si son ejercicios resueltos para ser
analizados, ademas de otros indicadores especificos con el tipo de ejercicios o
problemas propuestos. En la categoria de “recursos y materiales didacticos” se
observa si los materiales estuvieron bien estructurados, si son claros, coherentes,
legibles y ordenados, etcétera.

La adecuacion del nivel de abstraccion, la contextualizacion, la formalizacion
de los conceptos, entre otros indicadores, forma parte de la categoria “estructura
matematica”. Lo que se evalua, los momentos de evaluacion y los instrumentos
para evaluar refieren a los criterios de ‘evaluacion’. Mientras que “el papel del
profesor” y ‘el papel del alumno’, dan indicaciones explicitas acerca de la acti-
vidad de cada uno de ellos; en el profesor estan: propiciar el clima favorable
en el aula, el suscitar el conflicto cognitivo, el ofrecer guias, ayudas y pistas de
aprendizaje, entre otros 28 indicadores mas; y en el estudiante se consideran:
demostrar interés, intentar aplicar los conceptos tedricos, utilizar diversas estra-
tegias, etcétera.

Los indicadores de cada categoria sirven como pistas para evaluar el desem-
pefno de los EPP. Pero a su vez, pueden ser una comoda herramienta de andlisis
para las investigaciones que se hacen sobre la practica docente.
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El cuarto capitulo presenta la investigacion realizada en la Universidad de
Piura (Pert), sobre las practicas docentes desarrolladas por los EPP en secunda-
ria y en matematicas. En este capitulo se hace una breve justificacion del porqué
investigar sobre las practicas de ensenanza que llevan a cabo los EPP; también
se enuncian los objetivos y se estipulan los pasos seguidos en la investigacion.
Se caracteriza la poblacion objeto de la investigacion, junto a cada uno de los
ocho instrumentos empleados, cuatro de ellos son presentados en los anexos
a modo de fichas de registro. Ademas, se presentan los resultados de las trece
categorias de estudio con las que se evaltan las practicas pedagdgicas del EPP,
y que han sido previamente caracterizadas en el capitulo tres. Por tltimo, se pre-
sentan las conclusiones e implicaciones y sugerencias que se tienen sobre esta
investigacion, las cuales sirven como pautas para avanzar en la investigacion
de las Practicas de ensenanza.

Aunque se titula ‘las practicas de ensenanza’, en el desarrollo del libro se
evidencia que no se hace una separacion de la ensenanza y el aprendizaje
cuando se refiere a las practicas de los EPP. Una razon de ello es que se hace
referencia de la ensenanza-aprendizaje como un proceso global, del que debe
ser consiente el EPP en busca de optimizar sus acciones hacia el aprendizaje
de los alumnos de tal modo que el EPP, al revisar cada una de las categorias
evaluadas con su tutor y con su formador, pueda reflexionar de manera clara
sobre su accion docente.

Al final del libro se encuentran algunas fichas de registro, que sirven como
herramienta estratégica para el seguimiento de las practicas de los EPP. Las
fichas ubicadas en los anexos 1y 2 han sido disefadas por los autores y eva-
luan el diseno de las actividades de ensenanza-aprendizaje y la ejecucion de las
practicas de ensenanza-aprendizaje, respectivamente. En la ficha 1 encontramos
diez de las trece categorias para analizary evaluar la practica del EPP. Esta ficha
solo refiere al diseno de la actividad, no se tiene en cuenta ni la organizacion
fisica del aula, ni el papel del profesor ni el del alumno. Mientras que en la ficha
2 estan las 13 categorias con sus respectivos indicadores, debido a que en la
ejecucion de la planificacién se hacen evidentes la organizacion espacial en el
aula y el rol que desempenan el profesor y sus alumnos.

Las fichas que encontramos en los anexos 3 y 4 han sido retomadas de
Marcelo (1991), y en ellas se pretende mirar los problemas méas representativos
que se presentan en el aula de clase, y las concepciones que manifiestan los
EPP cuando ejecutan sus practicas de ensenanza. Estas fichas presentan dife-
rentes indicadores, los cuales sirven de base para mirar los aspectos a evaluar.
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Este libro es una aportacion a la formacién inicial del profesorado no solo
a nivel tedrico, sino también practico. Gracias a que se realiza una propuesta
detallada acerca del significado de las practicas en la formacién de profesores,
al sistema de categorias que se elaboran y la presentacion de los instrumen-
tos empleados para analizar y evaluar las practicas pedagogicas de los EPP. Y
aunque el trabajo esta centrado en las practicas de ensefnanza en la formacion
inicial del profesorado de Matematicas, su contenido puede ser facilmente utili-
zado para la programacion y desarrollo en otras materias.

El libro puede ser una herramienta util, no solo para los Formadores de los
EPP en sus practicas de ensenanza, también puede ser una buena orientacion
de evaluacién tanto para los Tutores, como para los EPP.
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La revista EDUCACION MATEMATICA es una publicacion internacional arbitra-
da que ofrece un foro académico para la presentacion y discusion de ideas,
conceptos, propuestas y modelos que puedan contribuir a la comprension y
la mejora de la ensenanza y el aprendizaje de las matematicas en diversos
contextos vy latitudes. La revista aparece tres veces al ano y publica articulos
de investigacion y ensayos teoricos sobre temas relacionados con la educacion
matematica. Adicionalmente, difunde resenas y contribuciones para la docencia
en matematicas.

OBIJETIVOS
EDUCACION MATEMATICA se propone:

* Actuar como un foro académico internacional en lengua espanola en el que
se discutan problemdticas y hallazgos en torno a la ensenanza y el aprendiza-
je de las matematicas en diferentes contextos.

* Fadilitar la comunicacion entre investigadores, estudiantes de posgrado y
maestros de matematicas.

* Promover la investigacion en educacion matematica en los paises ibero-
americanos.

» Colaborar en la comprension de la naturaleza, la teoria y la practica de
la ensenanza y el aprendizaje de las matematicas.

LECTORES

EDUCACION MATEMATICA estd dirigida a investigadores de la educacion matema-
tica, maestros en formacion y en ejercicio, estudiantes de posgrado, disenadores
de programas y proyectos educativos, evaluadores, administradores y cuadros
técnicos vinculados con la educacion matematica.

PRINCIPALES TEMATICAS

El contenido de EDUCACION MATEMATICA se orienta principalmente a los siguien-
tes temas:
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Educacion matematica en el nivel basico.

Educacion matematica en el nivel preuniversitario.

Educacion matemdtica en el nivel universitario.

Los sistemas educativos y las politicas educativas en educacion matematica.
Saberes matemdticos y procesos de ensefanza y de aprendizaje de las
matematicas en contextos no escolares.

Historia y epistemologia de las matematicas y de la educacion matematica.

INFORMACION PARA LOS AUTORES

La revista EDUCACION MATEMATICA publica articulos de investigacion y
otras contribuciones (ensayos, resenas y contribuciones para la docencia)
en espanol, en las tematicas enlistadas en esta Politica Editorial.

Todos los escritos que se reciben se someten a un proceso de evaluacion
doble-ciego.

El Comité Editorial, con base en los resultados de la evaluacién de los
escritos, se reserva el derecho de aceptar o rechazar un material o hacer
sugerencias de correccion para su publicacion.

El Comité Editorial y el Consejo Mexicano de Investigacién Educativa
tendran los derechos de publicacion de los articulos aceptados, para lo
cual el autor debe firmar una licencia de publicacion no exclusiva que se
hara llegar a los autores una vez aprobada la publicacion.

PREPARACION DE LOS ESCRITOS

La revista EDUCACION MATEMATICA publica los articulos en espanol v, eventual-
mente, articulos de investigacion en portugues.

ARTICULOS DE INVESTIGACION:

162

Deberan tener originalidad vy rigor, y mostrar, explicitamente, el aparato
conceptual y metodologico utilizado.

Prepararse electrénicamente, en Word o en algun otro procesador com-
patible.

Debera tener un maximo de 10 000 palabras, incluidas notas, referencias
bibliograficas, tablas, graficas y figuras. Se recomienda ampliamente que
en total la extension del articulo no sea mayor a 30 cuartillas.
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* Deberd incluir, también, un resumen de entre 150 y 180 palabras en el
idioma en que se haya escrito el articulo (espafol o portugués). Ademas,
se incluira una versiéon en inglés o francés del resumen, y cinco palabras
clave en los dos idiomas elegidos.

» En archivo aparte, deberd prepararse una caratula que contenga: a) titulo
del articulo; b) declaracion de que el material es original e inédito y que
no se encuentra en proceso de revision para otra publicacién (debe men-
cionarse, explicitamente, si el material ha sido presentado previamente en
congresos y ha aparecido de manera sintética (maximo seis cuartillas) en
las memorias del mismo); ¢) el nombre, institucion de adscripcion, direc-
cién electronica, teléfono, domicilio completo (incluyendo cédigo postal)
del autor o los autores.

» Las figuras, tablas e ilustraciones contenidas en el texto deberan ir inclui-
das en el archivo del escrito. En caso de que el articulo sea aprobado,
se enviaran en blanco y negro las fotografias o ilustraciones en formatos
Jjpg, tif o .eps, insertos en el documento y también en archivo aparte, con
una resolucion minima de 300 dpi.

» Debera evitarse el uso de siglas, acrénimos o referencias locales que no
sean conocidas por un lector internacional; si estas se utilizan, debera
explicitarse su significado a pie de pagina, la primera vez que aparezcan.

* Las referencias dentro del texto deben senalarse indicando, entre parén-
tesis, el autor, afo de la publicacion y pagina o paginas (Freudenthal,
1991: 51).

» Al final del articulo se debe incluir la ficha bibliografica completa de
todas las referencias citadas en el texto siguiendo el modelo APA.

Briand, J. (2011). El lugar de la experiencia en la construccion de las matemati-
cas en clase. En Educaciéon Matemadtica, 23 (1), pp. 5 - 36.

Fuenlabrada, I. (compiladora) (2008). Homenaje a una trayectoria: Guillermina
Waldegg. DIE-CINVESTAV/COMIE/UPN. México.

Stigler, J. W. y J. Hiebert (1999). The Teaching Gap. Best ideas from the World's
Tachers for Improving Education in the Classroom. Free Press. New
York.

Moreno, L y J. Kaput (2005). Aspectos semioticos de la evolucion historica de
la aritmética y el dlgebra. En: M. Alvarado y B. Brizuela (compilado-
ras). Haciendo numeros. Las notaciones numéricas vistas desde la
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psicologia, la diddctica y la historia. Paidos. Col. Educador Num. 179.
Meéxico.

Hernandez, S.y H. Jacobo (2011). Descripcién de algunas tesis de maestria en
educacion matematica. Revista Electronica de Investigacion Educativa,
13 (1). Consultado el 28 de marzo de 2012 en: http://redie.uabcmx/vol
11nol/contenido-hdezjacobo.html

ENSAYOS

EDUCACION MATEMATICA publica ensayos de alta calidad con un maximo de 6000
palabras (y 12 cuartillas incluyendo imégenes y bibliografia), que aborden de
manera rigurosa y original algun tema relevante en el campo de la educacién
matematica. A diferencia de los articulos, los ensayos implican la interpretacion
de un tema desde el punto de vista del autor, sin que sea necesario explicitar
el aparato metodoldgico o documental especifico que lo sustenta, ni aportar
datos empiricos. Los ensayos se someten al mismo proceso de arbitraje que los
articulos de investigacion.

CONTRIBUCIONES PARA LA DOCENCIA

EDUCACION MATEMATICA considera para su publicacion un numero limitado de
contribuciones para la docencia, consistentes en propuestas originales de pre-
sentacion de un tema, acercamientos novedosos que hayan sido probados en
clase, lecciones, practicas, ejercicios, puntos de vista sobre algin material educa-
tivo y, en general, cualquier producto de la experiencia en el aula o de planea-
cion de proyectos en educacion matematica que se considere valioso compartir
con los docentes de los distintos niveles educativos. Las contribuciones para la
docencia no deberan exceder 4 000 palabras o 10 cuartillas incluyendo tablas,
graficas y figuras, y deberan enviarse en formato Word, con los mismos linea-
mientos que para la presentacion de articulos.

RESENAS
EDUCACION MATEMATICA publica también resenas de libros especializados, libros
de texto, software, tesis de doctorado y eventos relevantes relacionados con

las tematicas de la revista y que hayan aparecido recientemente. Las resenas
deben expresar el punto de vista de su autor; es decir, que no seran meramente
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descriptivas, y no excederan 2000 palabras. Asimismo, deben incluir la ficha
completa del texto o software resefiado; el nombre, institucién de adscripcion y
el correo electronico del autor. En el caso de las resenas de tesis de doctorado,
se incluird también el grado, institucion, director de tesis y fecha de defensa.

PROCESO DE ARBITRAIE
ASPECTOS GENERALES

Todos los manuscritos recibidos estan sujetos al siguiente proceso de arbitraje:

El Comité Editorial hace una primera revision del manuscrito para verificar si
cumple los requisitos basicos para publicarse en EDUCACION MATEMATICA. Esta
revision interna se realiza en un plazo aproximado de un mes. En este término,
se notificara por correo electronico al autor si su manuscrito serd enviado a
evaluadores externos. En el caso en el que el manuscrito no se considere ade-
cuado para su eventual publicacion en Educacion Matematica, se expondran,
por escrito, las razones al autor.

ARTICULOS Y ENSAYOS

Las contribuciones que cumplan los requisitos basicos para ser evaluados seran
enviadas para arbitraje doble-ciego de al menos dos expertos en el tema. Este
proceso de arbitraje se realizara en un plazo maximo de tres meses. Después de
este periodo, el autor recibira los comentarios de los revisores y se le notificara
la decision del Comité Editorial: Aceptado en su version original, Aceptado con
modificaciones menores, Aceptacion condicionada a incorporacion de modifica-
ciones mayores, 0 Rechazado.

El autor debera responder electronicamente si estd de acuerdo o no en
elaborar una segunda version de su contribucion, incorporando los cambios
propuestos. La version revisada, que incluya una relacion de los cambios
efectuados, debera enviarse en un periodo no mayor de tres meses. Si el autor
0 autores envian su segunda version en un plazo mayor al estipulado, el
escrito sera considerado como Nueva contribucién, y se reiniciara el proceso
de arbitraje.

El caso en que un arbitro apruebe una contribucién con modificaciones
menores y otro la rechace, la contribucién se enviara a un tercer revisor.
Prevalecera la opinion de dos, de los tres arbitros.
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CONTRIBUCIONES PARA LA DOCENCIA

Las contribuciones para la docencia se someten a un proceso de arbitraje en el
que participan como arbitros un miembro del Comité Editorial y un arbitro exter-
no. Los plazos del proceso son los mismos que para los articulos y los ensayos.
En caso de discordancia en las evaluaciones, se seguira un proceso similar al
de articulos y ensayos.

RESENAS

Las resenas son evaluadas por un miembro del Comité Editorial y el resultado
de su evaluacion se comunica al autor una vez que haya sido discutido en el
pleno del Comité Editorial. Para hacer la evaluacion, en este caso, se consideran
la actualidad y relevancia del objeto de la resena y la calidad de la perspectiva
personal que el autor incorpora en su escrito.

ENVIO DE LOS ESCRITOS

Los escritos deberan enviarse en archivo electrénico a la siguiente direccion elec-
tronica: revedumat@yahoo.com.mx.

Precio del ejemplar

Institucional Personal
en papel

$300.00 $150.00
mds gastos de envio mds gastos de envio

166 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 25, NUM. 1, ABRIL DE 2013



EDUCACION MATEMATICA

Se terminé de imprimir en los talleres
de Impretei, S. A. de C.V,
en el mes de abril de 2013.
Almeria No. 17, Col. Postal, 03410
Meéxico, D. F. Tel: 5696-2503

Se imprimieron 100 ejemplares
mas sobrantes para su reposicion.






Colaboradores internacionales

Michele Artigue, Université Paris 7, iufm de Reims
v equipo didirem, Francia

Carmen Azcdrate, Universidad Autonoma de
Barcelona, Departamento de Diddctica de la
Matemdtica y las Ciencias Experimentales,
Espana

Luis Balbuena, Federacion de Sociedades de
Profesores de Matemdticas, Espana

Sergio Ballerteros Pedrozo, Universidad
Pedagogica Enrique José Varona, Cuba

Edgar José Becerra Bertram, ceneval, México
Elisa Bonilla, Direccion General de Materiales y
Meétodos, Secretaria de Educacion Publica, México
Carlos Bosch, Instituto Tecnoldgico Autonomo de
Meéxico, Departamento de Matemdticas, México
Alberto Camacho Rios, Instituto Tecnoldgico de
Chihuahua Il México

José Contreras Francia, University of Southern
Mississipi, Estados Unidos

César Cristobal Escalante, Universidad de
Quintana Roo, México

Miguel de Guzmdn, Universidad Complutense de
Madrid, Espana

José Angel Dorta Diaz, Universidad de La Laguna,
Departamento Andlisis Matemdtico, Espana
Daniel Eudave Munoz, Universidad Autonoma

de Aguascalientes, Departamento de Educacion,
México

Eugenio Filloy Yagtie, Departamento de
Matemdtica Educativa, Centro de Investigacion y
de Estudios Avanzados del ipn, México

Alfinio Flores Pefiafiel, Arizona State University,
Estados Unidos

Grecia Gdlvez, Ministerio de Educacién de Chile,
Chile

Jesuis Roberto Garcia Pérez, Universidad
Michoacana de San Nicolds de Hidalgo,
Departamento de Matemdtica Educativa, México
Pedro Gémez, Una Empresa Docente, Universidad
de los Andes, Colombia

Fredy Gonzdlez, Instituto Pedagogico de Maracay:
Universidad Pedagdgica Experimental Libertador,
Venezuela

Angel Gutiérrez, Departamento de Diddctica de la
Matemdlica, e. u. de Magisterio, Universidad de
Valencia, Espana

Nelson Hein, Universidade Regional de
Blumenau, Brasil

José Ramadn Jiménez, Universidad de Sonora,
Departamento de Matemdticas, México

Moisés Ledesma Ruiz, Escuela Normal Superior
de Jalisco, México

Anlonio Jose Lopes, Centro de Educacao
Matematica, Brasil

Eduardo Luna, Barry University, Department of
Mathematics and Computer Science, School of
Arts and Sciences, Estados Unidos

Bertha Alicia Madrid Nunez Universidad
Iberoamericana, México

Armando Martinez Cruz, Californa State
University Fullerton, Estados Unidos

Jorge Martinez Sanchez, Universidad
Iberoamericana, México

Leonel Morales Aldana, Universidad de San
Carlos de Guatemala, Guatemala

Luis Enrique Moreno Armella, Departamento de
Matemdtica Educativa, Centro de Investigacion y
de Estudios Avanzados del ipn, México

Maria del Rocio Nava Alvarez, Instituto de
Educacion del Estado de México, México
Josefina Ontiveros Quiroz, Universidad Auténoma
de Querétaro, Centro de Investigacién en
Ciencias Fisico Matemdticas, México

Fidel Oteiza, Universidad de Santiago de Chile,
Departamento de Matemdtica y Ciencias de la
Computacion, Chile

Francois Pluvinage, Reclorat de Strasbourg-
Service form, Francia

Angel Ruiz, Universidad de Costa Rica, Centro de
Investigaciones Matemdticas

v Meta-Matemdticas, Costa Rica

Luisa Ruiz Higueras, Universidad de Jaén,
Departamento de Diddctica de las Ciencias,

Fac. de Ciencias de la Educacion, Espana

Maria Teresa Rojano Ceballos, Departamento de
Matemdtica Educativa, Centro de Investigacion y
de Estudios Avanzados del ipn, México

Jorge Sagula, Universidad Nacional de Lujdn,
Departamento de Ciencias Bdsicas, Division
Matemdtica, Argentina

Patrick Scott, University of New Mexico, Estados
Unidos

Isabel Soto, Centro de Investigacion y Desarrollo
de la Educacién, Chile

Guadalupe T. de Castillo, Universidad de Panamd,
Republica de Panamd

Santiago Valiente Barderas, Escuela Normal
Superior de México, México



www.revista-educacion-matematica.com

ISSN 16655826

“ “‘ 19003

9771665582800




