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Editorial

¡Cumplimos 25 años! 

En 2013, Educación Matemática cumple 25 años de participar, de manera desta-
cada, en la comunicación y difusión de la investigación educativa producida en 
el mundo de habla hispana. Para celebrar, durante este año realizaremos diver-
sas actividades. Una de las principales es la publicación de un número especial 
de XXV Aniversario. Ahí aparecerán colaboraciones de investigadores que han 
participado decididamente en la construcción de la revista. Por supuesto, los 
ejemplares ordinarios de Educación Matemática se publicarán en las fechas pre-
vistas y se prepararán con el cuidado que nuestros autores y lectores merecen. 

Por ahora, lanzamos una rápida mirada al índice del número de abril de 
1989, fecha en que apareció el primer número de Educación Matemática. Los 
artículos de investigación que se publicaron fueron los siguientes: "Algunos 
trabajos recientes sobre integración", de Guillermo Arreguín, y "Mediadores 
verbales para la transferencia del aprendizaje en matemáticas", de Elfriede 
Wenzelburguer. El ejemplar incluía también la sección Temas de Matemáticas, 
donde apareció "El número e como límite de sucesiones", de Ignacio Barradas, 
y la sección Problemas y soluciones, con "Problemas de la XXIX Olimpiada 
Internacional de Matemáticas", a cargo de Carlos Bosch. Estos autores desa-
rrollaban su trabajo en instituciones mexicanas: el Centro de Investigación en 
Matemáticas (CIMAT), la Universidad Nacional Autónoma de México (UNAM), 
y la Sección de Matemática Educativa del Centro de Investigación y Estudios 
Avanzados (CINVESTAV).

Queremos poner en contraste el contenido anterior con el del presente 
número, el 25-1. Por una parte, Penalva, Rey y Llinares (Universidad de Alicante) 
abordan la formación de profesores de educación primaria mediada por recur-
sos tecnológicos y las potencialidades del trabajo en un contexto B-Learning. 
Por otra, tenemos varias contribuciones dedicadas a la problemática en cursos 
universitarios. Cuesta, Escalante y Méndez (Universidad Veracruzana) estudian 
el impacto que pueden tener los cursos universitarios de cálculo en la evolu-
ción del pensamiento algebraico de los estudiantes. También sobre cálculo, 
Barragués, Morais, Manterola y Guisasola (Universidad del País Vasco) estudian 
el potencial de los Classroom Response System para mejorar la comunicación 
entre el profesor y los estudiantes en clases de cálculo. En su ensayo, Marcela 
Parraguez (Pontificia Universidad Católica de Valparaíso) aborda el estudio de 
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la construcción del concepto espacio vectorial. Finalmente, en una vertiente 
distinta, Armando Aroca (Universidad del Atlántico) estudia el desarrollo de la 
investigación en etnomatemáticas en Colombia.

Como se puede ver con esta sencilla comparación, en el transcurso de los 
25 años de Educación Matemática, los temas y las problemáticas abordadas 
por la comunidad de investigadores se han modificado y diversificado. También 
los nombres han cambiado: de entre los autores de los primeros años, muchos 
continúan difundiendo sus trabajos en nuestra revista; también llegaron y siguen 
llegando nuevos autores. Los escritos de todos ellos definen el perfil de Educación 
Matemática. Y es que a lo largo de estos 25 años hemos considerado muy impor-
tante difundir la amplia diversidad de aproximaciones y de puntos de vista con 
los cuales sus autores deciden desarrollar sus trabajos. El único criterio que nos 
ha llevado a seleccionar los escritos es su calidad. En esto último, los árbitros han 
jugado un papel esencial que es objeto de nuestro permanente agradecimiento. 
Es frecuente que nuestros autores concluyan el proceso de revisión de sus traba-
jos haciendo patente que fue útil para mejorar de manera sustancial sus escritos 
originales. Por otra parte, consideramos que la difusión de los resultados de las 
investigaciones aquí publicadas ha redundado y sigue haciéndolo en la construc-
ción de soluciones a los problemas que se presentan en los sistemas educativos 
y en los salones de clases, con estudiantes y profesores.

Antes de concluir este editorial, nos apartamos del tema central porque 
queremos dedicar unas palabras de recuerdo y admiración académica a la 
investigadora inglesa Kathleen Hart, quien dejó de estar entre nosotros en abril 
de este año. Kath Hart comenzó su trayectoria en educación como maestra de 
secundaria, de donde nació su interés por propiciar la comprensión profunda 
de las matemáticas por parte de los estudiantes. El empeño de Kath la llevó 
a trabajar en la formación de maestros, el desarrollo de programas de estudio 
y la investigación en el Chelsea College de la Universidad de Londres, que 
más adelante se fusionó con el King’s College London. Muchos de nosotros 
recordamos lo relevante que nos fue leer su libro Children’s underestanding of 
Mathematics, como uno de los primeros textos de investigación en aprendizaje 
de las matemáticas que circularon en nuestro país. 

Kath dedicó gran parte de su trabajo a México. Desde 1985, fecha de su pri-
mera visita de trabajo al Departamento de Matemática Educativa del Cinvestav, 
Kath colaboró de manera decidida en proyectos de investigación y de formación 
de maestros. En la Revista Educación Matemática compartimos con Kath el 
compromiso con la investigación y con el trabajo, en los salones de clases de 
matemáticas, con los profesores y estudiantes. 
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Artículos de investigación

Aprendiendo a interpretar el aprendizaje 
de las matemáticas en educación primaria. 
Características en un contexto B-Learning
María del Carmen Penalva, Carolina Rey y Salvador Llinares 

Resumen. El objetivo de esta investigación es identificar características del 
proceso de instrumentalización del conocimiento de didáctica de la matemática 
de profesores de educación primaria en un curso de especialización desarro-
llado en un contexto b-learning. Participaron 65 maestros en un entorno de 
aprendizaje b-learning integrando debates virtuales y centrados en el análisis 
del pensamiento matemático de alumnos de educación primaria. El análisis de 
las participaciones en los debates virtuales y la resolución de las tareas nos 
han permitido caracterizar el aprendizaje del conocimiento sobre el aprendizaje 
de las matemáticas como un cambio en el discurso de los estudiantes. Este 
cambio se puso de manifiesto por la integración paulatina del conocimiento de 
didáctica de la matemática en la interpretación del pensamiento matemático 
de los alumnos. Los resultados indican que las aportaciones a los debates en 
forma de refutaciones favorecieron el proceso de instrumentalización de las 
ideas teóricas.

Palabras clave: Desarrollo profesional, b-learning, aprendizaje de las mate-
máticas, interacción.

Learning to notice “mathematics learning” in primary education. 
Characteristics from a B-Learning context
Abstract. The aim of this research is to identify the characteristics of the pro-
cess of instrumentalization of the knowledge in didactics of mathematics in 
primary teachers. Context was a professionalization course as psicopedagogic. 
65 primary teachers participate in a b-learning environment focus on analyzing 
children’s mathematical thinking. Learning environment integrated case studies 
and virtual debates. The analysis of spicopedagogic students’ productions and 
their participations in debate led us to characterize the learning as a change in 



8	 Educación Matemática, vol. 25, núm. 1, abril de 2013

Aprendiendo a interpretar el aprendizaje de las matemáticas en educación primaria…

the discourse. Discourse change was evidenced by the gradual integration and 
use of didactics of mathematics knowledge in the task solving. The focus of tasks 
was to interpret students’ mathematical thinking and to plan a new educational 
intervention. Results allow us to identify the rebuttals during online debate as the 
mechanism that support of instrumentalization process of knowledge evidenced 
by the change of the discourse.

Key words: Professional development, b-learning, mathematics learning, 
interaction.

Fecha de recepción: 11 de noviembre de 2012. Fecha de aceptación: 13 de abril de 2013.

introducción

Uno de los ámbitos curriculares de la educación primaria que genera mayores 
dificultades es la enseñanza de los algoritmos de las operaciones con números 
naturales. Esto ha hecho que una parte de los movimientos de reforma en la 
enseñanza de las matemáticas en educación primaria se haya centrado en el 
papel de estos algoritmos y en cómo mejorar su enseñanza (Gravemeijer y van 
Galen, 2003; Van den Heuvel-Panhuizen, 2001). Por otra parte, las investigacio-
nes sobre cómo comprenden los maestros las ideas matemáticas que subyacen 
a los procedimientos aritméticos indican que, en algunos casos, estos pueden 
ser capaces de realizar los algoritmos, pero tienen dificultades en explicar por 
qué funcionan (McClain, 2003; Simon, 1993; Thanheiser, 2010). En este contexto, 
emerge la posibilidad de formar maestros que desarrollen tareas de apoyo a sus 
compañeros, desempeñando papeles de asesores (Even, 2005), planteándose 
cuestiones de investigación específicas.

Los estudios sobre cómo maestros, en su papel de asesores, construyen el 
conocimiento necesario para realizar esta labor es un campo relativamente 
nuevo en el ámbito de la investigación en general (Blanco y Guerrero, 2002; 
Perrota, 2006) y en el ámbito de la educación matemática en particular (Llinares 
y Krainer, 2006; Rey, Penalva y Llinares, 2006). La figura del maestro como asesor 
en contextos de desarrollo profesional tiene características muy diversas y suele 
responder a iniciativas institucionales (maestros con formación de postgrado 
realizando tareas de asesoramiento en intervención curricular). Sin embargo, 
esta nueva situación genera cuestiones sobre cómo los maestros insertos en 
estas iniciativas de desarrollo profesional aprenden el conocimiento necesario 
para desarrollar la tarea de asesores (Even, 2005). 
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María del Carmen Penalva, Carolina Rey y Salvador Llinares 

Una perspectiva sobre el aprendizaje del conocimiento en contexto

Las perspectivas situadas y sociales de aprendizaje (Wenger, 1998) caracterizan 
el proceso de aprendizaje subrayando la importancia de la actividad y el con-
texto en el que se realiza. En estas perspectivas, las ideas de aprender y hacer 
son inseparables. Así, para aprender una práctica compleja como es la de asesor 
en matemáticas es necesaria la realización de tareas que permiten reproducir 
pensamientos y destrezas similares a las que realizan los asesores expertos en 
su vida profesional. Este proceso de aprendizaje se entiende como la instru-
mentalización de las ideas procedentes de la didáctica de la matemática para 
entender y manejar las situaciones de enseñanza y aprendizaje. Aquí el término 
instrumento tiene un significado más amplio que el atribuido como herramienta 
técnica (instrumentos físicos, software, etc.). El significado de instrumento inclu-
ye aquí conceptos, formas de razonar y la manera de generar un discurso. Es 
decir, los maestros, en los cursos de especialización, deben aprender a dotar de 
sentido y a apropiarse del conocimiento específico para pensar y actuar como 
expertos (Wenger, 1998). Un ámbito particular en el que se debe realizar este 
proceso de instrumentalización está relacionado con el conocimiento del maes-
tro acerca de las características del aprendizaje matemático de los estudiantes 
(Even y Tirosh, 2002).

Desde esta perspectiva sobre el aprendizaje, la argumentación como nego-
ciación de significados (Andriessen, Erkens, van de Laank, Peters y Coirier, 2003) 
se convierte en un elemento clave en el aprendizaje. Aquí, el discurso generado 
es parte intrínseca del proceso de construcción del conocimiento (Wells, 1999). 
Los instrumentos utilizados en la comunicación no son meros medios auxi-
liares para hacer explícito el pensamiento, sino que se piensa en ellos como 
parte integrante del acto comunicativo, y consecuentemente, de la cognición. 
Como consecuencia, aprender a usar el conocimiento en contexto significa 
usar el saber teórico para comprender y manejar las diferentes actividades en 
que se organiza la práctica profesional. En este contexto, las Tecnologías de la 
Información y la Comunicación (TIC) están empezando a usarase en los pro-
gramas de formación de profesores para facilitar la interacción con el objetivo 
de apoyar el aprendizaje (Borba y Llinares, 2012; Llinares y Olivero, 2008). Sin 
embargo, esta nueva situación también genera algunas cuestiones sobre sus 
efectos en el aprendizaje. En el contexto particular del uso de los debates en 
línea emergen cuestiones específicas sobre cómo las participaciones median el 
proceso de aprendizaje y cómo se puede estudiar empíricamente este proceso 
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(Andriessen et al., 2003). Algunas investigaciones indican que la naturaleza de 
la interacción está vinculada a realizar tareas con objetivos claramente estable-
cidos e intencionalmente integradas en un programa de formación (Penalva, 
Rey y Llinares, 2011; Rey, Penalva y Llinares, 2006). Zhu (2006) indica que la 
generación de un objetivo compartido ayuda a los estudiantes a implicarse en 
la interacción, pero cuando la interacción no está motivada por el objetivo de 
resolver tareas colaborativamente, hay menos probabilidad de aprender desde 
la discusión. En este sentido, el discurso generado en las interacciones en línea 
puede ser visto como un mediador en el proceso de construcción del conoci-
miento pues, al igual que cualquier otro artefacto, el texto escrito en un debate en 
línea es usado intencionalmente para conseguir ciertos objetivos (Wells, 1999). 

En la intersección de estos dos ámbitos, el aprendizaje de los maestros en el 
desarrollo de la tarea de asesores y la relación entre la interacción y la construc-
ción del conocimiento, nos planteamos la siguiente pregunta de investigación:

¿Cómo aprenden a usar el conocimiento sobre el aprendizaje de las mate-
máticas los maestros en formación, para realizar tareas como asesores en 
un entorno de aprendizaje diseñado ad hoc?

metodología

Participantes y contexto

Los participantes en esta investigación fueron 65 maestros inscritos en un pro-
grama de formación de asesores (Psicopedagogía), centrado en el aprendizaje 
de las matemáticas. Un foco de este programa se dirigía a tareas de interpretar 
el aprendizaje matemático de los alumnos (diagnosticar y evaluar) y aprender 
a planificar posibles intervenciones de mejora. El contenido relativo al aprendi-
zaje de las matemáticas constaba de un módulo de 45 horas, adoptando una 
aproximación metodológica basada en el estudio de casos (Lundeberg, Levin y 
Harrington, 1999), con objeto de favorecer el aprendizaje en contexto. 

Diseño del entorno de aprendizaje

La pesquisa tomó como referencia la investigación basada en el diseño (Design-
Based Research Collective, 2003). Desde esta perspectiva, simultáneamente se 
plantean objetivos para el desarrollo de entornos de aprendizaje y estos se 
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usan como laboratorios naturales para estudiar el aprendizaje y la enseñanza 
a través de diferentes ciclos de diseño-implementación-análisis. 

El caso que articuló el diseño del entorno de aprendizaje constaba de tres 
actividades profesionales.

Tarea 1: Interpretar el pensamiento matemático de los estudiantes (diagnós-
tico de dificultades).
Tarea 2: Planificar. 
Tarea 3: Evaluar el proceso efectuado.

 
El contenido del caso de David (figura 1) viene justificado por las dificultades 

en el desarrollo del sentido numérico y de los algoritmos de las operaciones con 
los números naturales, en particular, en relación con la enseñanza del algoritmo 
de la división (Lampert, 1992). 

El caso de David 

Jorge, profesor de primaria de 5º curso en un centro escolar, se ha reunido con Rosa, la 

asesora, para informarle de los errores que comete David, uno de sus alumnos, cuando 

realiza determinadas operaciones. Según Jorge, las dificultades del alumno están hacien-

do que retrase su aprendizaje y pierda interés. 

Antes, David vivía en otra ciudad, y este es su primer año en este centro. Es un chico 

de carácter abierto con sus compañeros y muy pronto ha hecho nuevos amigos. David 

participa en las tareas que se le demandan en otras asignaturas, pero suele ser poco 

comunicativo en clase de matemáticas, sobre todo cuando tiene que resolver las tareas 

aritméticas. David conoce las tablas de multiplicar de memoria y suele hacer bien los 

problemas verbales cuya resolución requiera realizar una multiplicación que tenga un 

factor de una sola cifra o de dos cifras, por ejemplo 152x32 o una división con números 

sencillos, 56:7. David también realiza correctamente otras divisiones, como 5750:2 que la 

resuelve de la forma siguiente:

5750 2

	 17 2875

  	 15

     	1	0

      	 0
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	 Sin embargo, en algunas divisiones David comete errores. Jorge expone a Rosa que 

ha tratado de explicarle cómo debe hacer la división en otros casos, pero parece que 

David se bloquea y no es capaz de seguir sus explicaciones. Rosa decide asistir a la 

clase y observar a David.

Al día siguiente, Rosa asiste al aula de Jorge. Él introduce la tarea para hoy de la 

siguiente manera:

“Aunque algunos de vosotros ya sabéis hacer divisiones cuando el divisor es un 

número de 2 y de 3 cifras, hoy vamos a repasar esas operaciones. Sabéis que la 

multiplicación y la división son operaciones inversas; es decir, que cuando en una 

multiplicación falta un factor, lo podemos obtener haciendo una división. Quiero que 

consultéis vuestro libro por la página.... y hagáis el ejercicio 1”

9 x   =  21.150

El factor desconocido en esta multiplicación es el cociente de la división 21.150 : 9.

Dividendo Divisor

Cociente

21.150 9
     31 2.350
       45
         00

La división exacta es la operación que permite encontrar el factor desconocido de una 

multiplicación de dos factores.

1. Observa el ejemplo resuelto y calcula en cada caso el factor desconocido.

. = 12 x  288

. = 23 x  437

. = 45 x  585

. = 55 x  990

. = 63 x  1.827

. = 32 x  1.120

. = 73 x  1.387

. = 52 x  2.236

15 x  = 480

480 15

30 32

0

15 x 32 = 480
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David y sus compañeros realizan individualmente la tarea. Una vez finalizada la clase, 

Jorge y Rosa recogen el trabajo de David.

Figura 1. El caso de David (1ª parte) 

El caso describe una situación en la que un maestro identifica las dificulta-
des de David, uno de sus alumnos, con el algoritmo de la división, y empieza a 
colaborar con Rosa, la asesora, para identificar las razones de estas y proponer 
un plan de ayuda. Las dificultades del alumno con el algoritmo de la división 
están vinculadas al significado de las diferentes unidades usadas (relacionadas 
con las idea de valor de posición y de agrupamiento) y en la coordinación de las 
diferentes operaciones (multiplicaciones y restas) que deben ser integradas en 
el algoritmo. La descripción inicial de esta situación viene acompañada de unas 
cuestiones que los estudiantes para asesor deben responder, y que tienen como 
objetivo identificar e interpretar las características del aprendizaje matemático:

Tarea 1. Identificar e interpretar lo que puede ser relevante en el pensamiento del alum-

no: diagnosticar...

¿Qué puedes decir de las dificultades que tiene David?•	

¿Son útiles este tipo de tareas?•	

¿Qué tipo de información ha obtenido Rosa? ¿Por qué?•	
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La segunda tarea que realizaron los estudiantes1 consistía en especificar las 
características de la forma de proceder del alumno para poder planificar una 
intervención. 

Rosa ha identificado como una de las causas de las dificultades de David la forma 

resumida del algoritmo de la división que aparece en el libro de texto. Rosa explica 

a David el algoritmo de la “división larga” utilizando el siguiente procedimiento que 

aparece en otro libro de matemáticas, 65:5, colocando el énfasis en el significado de 

las unidades utilizadas y en la forma en que las anotaciones en el algoritmo escrito 

resumen la relación entre las diferentes operaciones utilizadas (multiplicar y restar). 

1. Dividimos las 6 decenas entre 5
2. Añadimos las 10 unidades a las 5 que 
teníamos. Dividimos 15 entre 5:

65 5 65 5

-5 1 -5 13

1 15

Sobra 1 decena, que son 10 unidades. 15

0 no queda

Esta división se llama exacta, porque su 
resto es 0.

Tras unas sesiones de trabajo individual con Rosa, David realiza con éxito divisiones 

como: 68:6, 178:2, 465:3, 193:4 y también divisiones por dos cifras como 678:13, pero 

comete errores en algunas divisiones, como 115:6, 1517:4, 1215:9. 

La descripción de este segundo momento viene seguida de una serie de 
cuestiones que deben responder los asesores en formación. Estas cuestiones 
tienen como objetivo centrar la atención en los significados de las unidades y 
las descomposiciones de los números como una aproximación conceptual al 
algoritmo de la división.

1   Denominamos a los participantes como estudiantes para hacer la descripción más ágil.



Educación Matemática, vol. 25, núm. 1, abril de 2013	   15

María del Carmen Penalva, Carolina Rey y Salvador Llinares 

Tarea 2

1.	 ¿El hecho de que David realice con éxito determinadas divisiones quiere decir que 

es capaz de indicar qué tipo de unidad es, por ejemplo, el 1 que aparece marcado 

en negrita en la división que se muestra a continuación?

178 2
-16 89
18

-18
0

2.	 ¿David dota de significado a la operación de la división?

3.	 ¿En qué medida ha podido influir el tipo de representación utilizado para promover 

el aprendizaje del algoritmo de la división? 

Trata de explicar las respuestas que daría Rosa a las cuestiones planteadas.

Una vez que Rosa ha situado la principal causa de los errores que comete David para 

realizar determinadas operaciones en el cálculo de restas “con llevadas”, se pide:

4.	 ¿Qué podría decir de los contenidos (conceptuales y procedimentales) de las activi-

dades/tareas planteadas a David?

5.	 ¿Cuál es la demanda cognitiva que se le exige al resolutor cuando tiene que realizar 

la siguiente sustracción: 615-378? ¿Por qué?

Finalmente, los estudiantes respondían a la tarea 3 desarrollando una visión 
conjunta del proceso de colaboración entre el maestro y la asesora (identificar 
e interpretar el pensamiento matemático del estudiante y proponer un plan de 
ayuda).
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Tarea 3

Parte 1

1.	 ¿Tendría que haber actuado con anterioridad Rosa?

2.	 ¿Qué enfoque organiza el fragmento de enseñanza de las matemáticas que se 

muestra en la situación descrita?, ¿cómo facilita la construcción del conocimiento 

matemático?

3.	 ¿Qué tipo de problemas se le han planteado a Rosa?

4.	 ¿Qué acciones debe realizar Rosa encaminadas a ayudar a David?

Parte 2. Realiza un informe escrito

1.	 Indica cuáles son las dificultades y errores más comunes que conlleva el aprendi-

zaje significativo del algoritmo de la división.

2.	 Diseña una tarea base (una secuencia de tareas) para promover el aprendizaje del 

algoritmo de la división y señala sus características. Modifica alguna variable en la 

tarea y obtén una secuencia de tareas con el mismo fin.

Por otra parte, la metodología del entrono de aprendizaje siguió una estruc-
tura b-learning integrando tres contextos presenciales y tres contextos online 
(mediante el uso de debates en línea) con una duración de 20 días (figura 2). 
Las actividades presenciales y aquellas en línea tenían las siguientes caracte-
rísticas:

trabajo en grupos pequeños, y posteriormente en gran grupo;•	
producción de informes de manera colaborativa;•	
debate y discusión sobre las interpretaciones y propuestas alternativas.•	

Los 65 estudiantes se agruparon en 11 grupos para realizar las tres tareas 
propuestas en el caso. Las cuestiones planteadas en ellas eran debatidas por 
los estudiantes en pequeños grupos de forma presencial, generando informes 
discutidos con posterioridad entre los diferentes grupos, considerando la infor-
mación sobre el desarrollo del sentido numérico y la representación de los 
números y algoritmos (Belmonte, 2003; Gravemeijer y van Galen, 2003; Llinares, 
2001; Van den Heuvel-Pahhuizen, 2001). 
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Tarea 1:

Interpretación

(DIAGNÓSTICO)

Tarea 2:

Planificación

Tarea 3:

Evaluación

Debates presenciales E1 E3 E5

Debates en línea E2 E4 E6

Otros foros  
de discusión

Otros foros de 
discusión

Figura 2. Estructura b-learning de la secuencia diseñada.
Ei (i=1,2,3,4,5,6): contextos de interacción presenciales y en línea

Entre cada una de las tres sesiones presenciales se habilitó la posibilidad de 
participar en un debate en línea. En cada uno de estos debates, los estudiantes 
debían compartir y negociar el contenido de los informes producidos para cada 
una de las tareas, antes de considerarlos definitivos. Tanto el trabajo presencial 
como la participación en los debates en línea debían hacerse como aportes de 
grupo. Esta característica obligaba previamente a los estudiantes a consensuar, 
en sus grupos, sus aportes a los debates. Por ello se habilitó un recurso tecnoló-
gico que denominamos otros foros de discusión, en el que los miembros de un 
grupo discutían sus aportaciones/participaciones con los demás grupos de mane-
ra previa al debate, y resolvían de qué manera podía ser usada la información 
teórica para apoyar sus interpretaciones y decisiones. 

Análisis

Para dar respuesta a las cuestiones de investigación planteadas, consideramos 
dos tipos de datos: las aportaciones a los debates en línea y los informes pro-
ducidos por cada grupo, como respuesta a las tres tareas planteadas (en total 
33 informes). Cada aportación al debate en línea fue categorizada considerando 
la “forma” de participación (Pena-Shaff y Nicholls, 2004), adoptando un sistema 
de seis categorías, lo que nos permitió determinar cómo la forma en la que se 
participaba podía influir en el desarrollo del debate.

Respuesta (RS)•	 : aportación inicial referida a la propia tarea. Contestación 
a las preguntas realizadas por el moderador a lo largo del debate. 
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Preguntas de reflexión (PR): •	 pregunta que induce a una mayor reflexión 
sobre un tema en un momento dado a lo largo del debate: revisión de 
la aportación, ampliación de la información... Incluye tanto las preguntas 
que se producen a lo largo del discurso de un grupo, como las que lanza 
un grupo participante de forma directa. 
Preguntas de aclaración (PA)•	 , demandan la aclaración de un concep-
to-idea utilizada por un grupo participante.
Respuestas de aclaración (RA) •	 que emiten los grupos ante las preguntas 
de aclaración o de reflexión realizadas por alguno de los grupos parti-
cipantes. 
Disconformidad (D)•	  con lo afirmado en la aportación a la que se dirige. 
Refutación (RF), •	 se manifiesta disconformidad con otra aportación, y se 
acompaña con argumentos que apoyan su idea. 

Posteriormente, analizamos el contenido de las participaciones en los deba-
tes y el contenido de los informes finales que cada grupo generó para las tres 
tareas. En esta fase del análisis nos centramos en cómo los estudiantes usaban 
e integraban las ideas teóricas de didáctica de las matemáticas cuando tratan 
de interpretar el pensamiento matemático de David y generan propuestas de 
acción. La comparación longitudinal a través del itinerario de formación nos per-
mitió identificar las modificaciones en las características del discurso generado. 
La integración del análisis de las aportaciones al debate y del análisis de los 
informes de cada tarea proporcionó la información sobre la instrumentalización 
del conocimiento en la resolución de las tareas profesionales de interpretar y 
tomar decisiones de acción (Llinares, 2012) (ver tabla 1). Este proceso permitió 
generar cuatro niveles de desarrollo del conocimiento:

Nivel intuitivo,•	  descripción de lo observado, sin vincularlo a información 
teórica o respondiendo a la situación descrita desde las experiencias 
previas.
Nivel retórico, •	 se hace uso de términos teóricos para construir un discurso, 
pero sin establecer relaciones entre ellos y las evidencias proporcionadas 
en el caso. Falta cohesión en el discurso. Se usan términos procedentes 
de los documentos proporcionados, pero sin un sentido claro.
Nivel integración,•	  supone el inicio de uso instrumental de elementos teó-
ricos; la información teórica se usa para interpretar localmente aspectos 
de la enseñanza.
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Nivel reificación•	 , el conocimiento teórico empieza a adquirir significado 
por él mismo y se responde a lo planteado relacionando elementos teó-
ricos entre sí.

Tabla 1. Nivel de desarrollo y ejemplos de protocolos procedentes
del discurso de los estudiantes en los foros

Ejemplo 
Comentarios analíticos que aportan  

información para asignación a un nivel  
de desarrollo

Nivel 1.

 Intuitivo

G3 (09:06:36 20/11/2003)

¿Qué se podría decir de los contenidos (conceptua-
les y procedimentales) implícitos en las actividades/
tareas planteadas a David?

"Podemos decir que los contenidos conceptuales 
influyen en la correcta aplicación de los procedi-
mentales; si no existen unas estructuras básicas de 
comprensión matemática, no se podrá aplicar esa 
estructura a una operación mediante un procedi-
miento."

"La correcta realización de una operación (en este 
caso la división) implica la correcta realización de 
otra operación (en este caso la resta) y así sucesiva-
mente. Por lo que podemos decir que los contenidos 
están encadenados."

G3 genera un discurso relativo a la importancia 
de conocer los conceptos matemáticos para apli-
car procedimientos relativos a dichos contenidos. 

Esta respuesta está fundamentada en el cono-
cimiento común, que indica la secuencia de 
contenidos relativos al orden de aprendizaje de 
los algoritmos (suma, resta, multiplicación y divi-
sión). No aporta otros contenidos conceptuales 
ni procedimentales; no indica la relación entre 
ambos, ni con el algoritmo de la división. No 
aporta información relevante para el aprendizaje; 
aunque se indica que la división está basada 
en la resta, se hace de manera intuitiva, "y así 
sucesivamente”.

Nivel 2.

 Retórico

G4 (20:59:16 20/11/2003) 

¿Cuál es la demanda cognitiva que se exige al 
resolutor cuando tiene que realizar la siguiente 
sustracción: 615-387? Por qué.

"La demanda cognitiva exigida es la descomposi-
ción múltiple. Se le exige, además, comprender los 
efectos de realizar operaciones sobre los números, 
sumando 10 unidades al minuendo y una decena al 
sustraendo para que el resultado de la resta original 
no cambie." 

Se evidencia un uso incorrecto de la idea "des-
composiciones múltiples". 

Identifican la demanda cognitiva que requiere 
la resolución de una resta con llevadas, pero la 
aplican al algoritmo tradicional. Están usando la 
propiedad (a+c)-(b+c) = a-b, combinada con el 
hecho de que se añaden 10 unidades al minuen-
do y 1 decena al sustraendo.
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Ejemplo 
Comentarios analíticos que aportan  

información para asignación a un nivel  
de desarrollo

Nivel 3. 
Integración

G10 (15:23:12 21/11/2003): 

“Si bien es cierto lo que vosotros proponéis en esta 
pregunta, creemos conveniente que tengáis en 
cuenta la teoría de Resnick para tratar la demanda 
cognitiva de David. Según Resnick, para poder 
realizar esta tarea, David debería encontrarse en la 
Fase 2 (múltiples descomposiciones), donde pueda 
hacer descomposiciones canónicas y no canónicas. 
En la sustracción del modelo diríamos que David 
debe saber que 615 = 5 centenas, 10 decenas y 15 
unidades."

La aportación del grupo G10 aclara la información 
emitida previamente por el grupo G4. 

El grupo G10 utiliza convenientemente la idea 
de descomposición múltiple como instrumento 
conceptual, ofreciendo una ejemplificación con-
textualizada del concepto. 

Este hecho evidencia la integración de su cono-
cimiento profesional al justificar y explicitar el 
origen de la información que presenta adaptando 
las ideas teóricas al ejemplo concreto y ejemplifi-
cando su respuesta.

Nivel 4. 
Reificación

G5 (14:14:40 29/11/2003): 

El grupo G5 elabora y justifica una hipótesis sobre 
las dificultades de David, indicando: 

“(…) tiene errores cuando debe restar 31-28, lo 
cual podría hacerse a través de una simple aritmé-
tica informal: de 28 a 31 van 3. Según Resnick, en 
la 1ª fase de descomposición canónica, los niños 
deben utilizar la aritmética informal, entre otras 
cosas, utilizando el 10 como unidad iterativa. La no 
utilización de esta aritmética informal puede hacer-
nos pensar que aún no haya superado esta fase".

El grupo G5 remite a la tarea 2 del Caso de David, 
más concretamente a una de las divisiones en 
las que David presentaba errores (1517:4) e 
identifica el uso de la aritmética informal como 
una característica de la fase 1 del desarrollo de la 
comprensión del sistema de numeración decimal, 
según Resnick. 

El uso de la aritmética informal surge del análisis 
de las tareas escolares resueltas por David, reali-
zado por el G5 (Tarea 2) para justificar el nivel de 
comprensión del sistema de numeración decimal, 
y pone de manifiesto que se han integrado ele-
mentos teóricos para dar respuesta a la tarea. 

Resultados

El análisis realizado ha permitido caracterizar el aprendizaje de los asesores en 
formación como un cambio en el discurso, que se ha efectuado mediante la 
integración paulatina de ideas teóricas de didáctica de la matemática en la reso-
lución de las tareas de interpretar el pensamiento matemático de los alumnos 
en el caso del algoritmo de la división, y justificar propuestas de acción. Además, 
el análisis ha permitido identificar las interacciones en forma de refutaciones 
como un mecanismo que favoreció este cambio en el discurso. Estas dos ideas 
son las que organizan la sección de resultados.
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Aprender a usar el conocimiento de didáctica de la matemática  
en la resolución de tareas prácticas como cambio en el discurso 

Ejemplificamos el aprendizaje como un cambio en el discurso a través de cómo 
los estudiantes para asesor integran las ideas teóricas (descomposición múlti-
ple de los números y la idea de la aritmética informal), cuando interpretan el 
pensamiento matemático del alumno. Una evidencia de esta característica se 
da en la forma en la que el grupo 10 (G10) usó la idea de “descomposiciones 
múltiples” en respuesta a las cuestiones en la tarea 2. Las interacciones que 
se generaron alrededor de esta idea durante tres días en el debate en línea, y 
los cambios experimentados desde las primeras aportaciones hasta las últimas 
evidencian esta característica.

Inicialmente, el grupo G10 describe la situación utilizando expresiones gené-
ricas y poco específicas del papel mediante un discurso general, con un foco 
en lo procedimental. 

G10 (17:59:46 19/11/2003): 
	 No porque ha podido mecanizar el proceso de la división sin ser cons-

ciente de por qué realiza ese proceso. Consideramos que no dota de 
significado al proceso de la división porque sigue cometiendo errores 
en las divisiones que implican resta con llevadas, a pesar de realizar 
la división larga (desplegando las restas incluidas en la división). 

Dos días después, el grupo produce un discurso con referencia a la idea de 
descomposiciones múltiples del número y su relevancia para dotar de sentido 
al algoritmo de la división, y lo ejemplifica utilizando una descomposición no 
canónica de un número arbitrario (“354 = 2C + 13D + 24U”), si bien no utiliza 
los ejemplos particulares descritos en el caso, ni concreta la implicación de esta 
idea en el aprendizaje del algoritmo de la división.

G10 (17:20:43 21/11/2003): 
	 En cuanto a la pregunta 1, podríamos tener en cuenta la fase 2 de la 

teoría de Resnick como algo útil para nuestro trabajo. En ella se nos 
habla sobre la flexibilidad para el cálculo y la ayuda para la compren-
sión que otorga la capacidad de hacer múltiples descomposiciones: 
canónicas y no canónicas (p. ej. 354 = 2C+13D+24U). 
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Finalmente, en la segunda parte de su discurso, en la tarea 2, el grupo 
aplica la idea de descomposiciones del número a la división planteada. De esa 
manera, ante la división:

178 2
-16 89
18

-18
0

indica:
	 En la cuestión 1, se nos pregunta si David sabe qué tipo de unidad es 

el 1 en negrita; es decir, si sabe que ese 1 suelto equivale a 1 decena 
(= 10 unidades). De ese modo le puede sumar un 8 (10 + 8 = 18). Esta 
es una operación con significado, no es como decir “tengo un 1, bajo 
el 8 y se lo pongo”. Por lo tanto David no dota de significado a lo que 
hace.

En esta aportación, el grupo G10 usa el significado de las unidades para 
dotar de sentido a la actividad cognitiva que ha de realizar David en relación 
con el significado de los restos parciales de la división. Este discurso muestra de 
qué manera los significados del sistema de numeración decimal (agrupamiento 
y valor de posición) son usados para interpretar el pensamiento matemático 
de David. Con esta aportación, el grupo G10 ha modificado su respuesta a 
la cuestión El hecho de que David realice con éxito determinadas divisiones, 
¿quiere decir que es capaz de indicar qué tipo de unidad es el 1 que aparece 
en negrita? En un primer momento su respuesta fue descriptiva, para luego pro-
porcionar una respuesta que integra la idea de descomposiciones múltiples del 
número en la construcción de su discurso. Los elementos teóricos son utilizados 
como instrumento para dar respuesta a cuestiones planteadas en la tarea. Esta 
evolución, identificada en el discurso generado por los estudiantes, se resume 
en la figura 3.
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19/11/2003 21/11/2003
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Cuestión 1. T2: ¿El hecho de que David realice con éxito determinadas divisiones quiere 

decir que es capaz de indicar qué tipo de unidad es, por ejemplo, el 1 que aparace mar-

cado en negrita en la división que se muestra a continuación? ¿David dota de significado 

a la operación de la división?

178 2
-16 89
18

-18
0

G10 (17:59:46	 19/11/2003): No, porque pudo mecanizar el proceso de la división sin 

ser consciente de por qué lo realiza. Consideramos que no dota de significado al proceso 

de la división porque sigue cometiendo errores en las que implican restas con llevadas, 

a pesar de realizar la división larga (desplegando las restas incluidas en la división).

(...)

M (13:32:30	 21/11/2003): ¿Qué características o elementos, desde el ámbito de la 

Didáctica de la Matemática, debería tener ese entorno de aprendizaje?

G10 (15:51:00	 21/11/2003): ¿Podrías calificar el entorno de aprendizaje de las matemá-

ticas como abierto, flexible y participativo, entre otras características? Sería interesante que 

el alumno pudiese interactuar con los compañeros (aprendizaje socializado) y que pudiese 

trasladar estos aprendizajes al entorno próximo que le envuelve (abierto y flexible).

G10 (17:20:43	 21/11/2003): En cuanto a la pregunta 1, podríamos tener en cuenta la fase 

2 de la teoría de Resnick como algo útil para nuestro trabajo. En ella se nos habla sobre 

la flexibilidad para el cálculo y la ayuda para la comprensión que otorga la capacidad para 

hacer múltiples descomposiciones: canónicas y no canónicas (p. ej., 354 =2C + 13D + 24U). 

En la cuestión 1 se nos pregunta si David sabe qué tipo de unidad es el 1 en negrita; es 

decir, si sabe que ese 1 suelto equivale a 1 decena (= 10 unidades). De ese modo le puede 

sumar un 8 (10 + 8 = 18). Esta es una operación con significado, no es como decir “tengo 

un 1, bajo el 8 y se lo pongo”. Por lo tanto, David no dota de significado a lo que hace.

Figura 3. Ejemplo en la evolución en el discurso de los estudiantes
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Otra evidencia del aprendizaje como cambio en el discurso se puso de 
manifiesto con la idea de “aritmética informal”. En el informe de la tarea T1, el 
grupo G5 responde a la pregunta ¿Qué se puede decir de las dificultades que 
tiene David? 

Pensamos que la dificultad comienza en cuanto en el divisor hay dos cifras y tiene que rea-

lizar una resta llevando. Este error se comete de forma sistemática. Suponemos que podría 

tener dificultades en la realización de la resta llevando y en la descomposición de los números 

naturales.

En este informe, el grupo G5 identifica el error sistemático de David cuando 
realiza divisiones, pero no justifica la implicación que tendría la descomposición 
de los números naturales en la realización del algoritmo de la división. Sin 
embargo, posteriormente, en el informe de la tarea T3, el grupo G5 indica:

a) Puede haber dificultades en cuanto a la conversión de un sistema de representación a 

otro (simbólico-concreto), necesario para favorecer las conexiones entre las representaciones 

internas que ayuden a la comprensión de la numeración. Por ejemplo, verbalizar descompo-

siciones realizadas con bloques multibase (oral-concreto); o escribir con números el algoritmo 

a partir de los bloques multibase (simbólico-concreto). Dificultad de movimiento flexible entre 

diferentes representaciones y reconocer cuándo una representación es más útil que otra.

…/…

c) Saber las unidades que se están trabajando en cada momento (valor de posición y equiva-

lencias). El contexto del algoritmo de la división suele ser el de reparto y, por ello, otro tipo de 

dificultad que puede aparecer es el no saber en cada momento de qué tipo son las unidades 

que se están manejando, de cuántas unidades de un determinado orden se va a disponer 

cuando no tenga suficientes del orden inmediato superior para repartir y estar siempre pen-

diente de repartir la mayor cantidad posible de las unidades de que se trata para que cada 

resto parcial sea menor que el divisor.

 
Con estas intervenciones, el grupo indica la necesidad de dotar de sentido 

al algoritmo de la división apoyado en los significados de las unidades y las 
diferentes descomposiciones del número (características de la comprensión del 
sistema de numeración decimal). La comparación de los discursos elaborados 
por este grupo en los informes de las tareas 1 y 3, evidencia un cambio signi-
ficativo en el uso del conocimiento referido al pensamiento matemático de los 
aprendices: desde la descripción a su integración en el discurso.
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El papel de las refutaciones como favorecedoras  
en aprender a usar el conocimiento en contexto

El modo de interacción en los debates en línea ha permitido identificar también 
el papel de las refutaciones para favorecer la integración del conocimiento en la 
resolución de las tareas. Ejemplificamos esta característica del proceso de apren-
dizaje usando un conjunto de interacciones entre los estudiantes, al interpretar 
la intervención que realiza Rosa (la asesora del caso) para ayudar a David a 
superar sus dificultades con el algoritmo de la división (tarea 3). Por ejemplo, en 
un primer momento, el grupo G9 indica: 

G9 (11:40:27 24/11/2003): 
	 (…) Rosa le ofrece otra manera de realizar el algoritmo [...], en el que 

se tienen en cuenta las estructuras anteriores de las que dispone el 
sujeto. (Al realizar la división de manera estructurada y mediante el 
procedimiento de la resta).

Ante esta afirmación, el G10 introduce dos aportaciones con un día de inter-
valo entre ellas, indicando una cierta reelaboración de las ideas propuestas; 

G10 (21:30:15 28/11/2003): 
	 Nosotros no consideramos que, por el simple hecho de que Rosa  

enseñe a David otro procedimiento de realizar la división (la forma 
desplegada) esté teniendo en cuenta los conocimientos previos de 
este. Es más, Rosa utiliza este método porque lo encuentra en “otro 
libro”, no porque considere que sea el más adecuado para David, 
simplemente porque considera que así lo comprenderá, pero este 
hecho no modifica las estructuras cognitivas de David, sino que puede 
ocurrir que lo confunda más y que este conocimiento continúe siendo 
mecánico. 

G10 (17:06:17 29/11/2003): 
	 Es más, nosotros consideramos que una intervención adecuada 

para David, o para cualquier alumno que presente dificultades en 
el algoritmo de división, sería el procedimiento propuesto por Beattle 
(Modelando las operaciones y los algoritmos, 1986, páginas 6-7). Nos 
ha resultado muy interesante y, de los métodos consultados, creemos 
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que es el que mejor puede facilitar el aprendizaje significativo para la 
adquisición del algoritmo de la división.

La segunda intervención de G10 hace mención al uso de los bloques multi-
base de Dienes y su correspondencia con los pasos del algoritmo para potenciar 
la relación entre lo semántico y lo sintáctico (información del documento del 
curso titulado: Modelando las operaciones y los algoritmos). Posteriormente, el 
grupo G11, haciendo también referencia explícita a la relación entre el uso de 
los bloques multibase y los significados al manejar los símbolos, valora cierta 
falta de coherencia entre las dificultades identificadas y la propuesta de mejora 
realizada, indicando: 

G11 (14:25:41 01/12/2003):
	 Si bien es verdad, el método de Beattle es correcto para cualquier 

alumno que presente dificultades en el algoritmo de la división, pero 
como vosotros mismos resaltáis en dos aportaciones inmediatamente 
anteriores, David presenta dificultades en la resta con llevadas, y repa-
sando las pp. 6-7 del citado artículo, visionamos que se trata de un 
entrenamiento en divisiones, no en la raíz del problema que ahora 
nos compete, la resta con llevadas. ¿Ha sido una confusión vuestra y 
os referíais quizá a la pagina 5? 

Esta intervención obliga al grupo G10 a clarificar su aportación, justificando 
la relación entre lo semántico y sintáctico en el aprendizaje del algoritmo de la 
división.

G10 (00:31:55 02/12/2003): 
	 Cómo podréis comprobar, en las páginas 6-7 de Beattle, el autor 

explica de forma lógica el proceso seguido en la división. El que nos 
refiramos a estas páginas y no a la página 5 (explicación de la resta 
con llevadas) se debe a que nos consta que David tiene problemas 
específicos en la realización de la resta con llevadas como parte del 
proceso de la división.

Estas interacciones son un ejemplo de cómo se generó un proceso de nego-
ciación de significados a partir de una participación en forma de refutación. 
De esta manera, las refutaciones aparecen como mecanismo que favorece la 
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integración y relación de las ideas teóricas en la interpretación del pensamiento 
matemático del alumno al tener que generar aclaraciones. 

Otro ejemplo del papel de las refutaciones en promover la negociación de los 
significados se centra en el papel de la aritmética informal para apoyar a supe-
rar las dificultades con los algoritmos de las operaciones con números naturales. 
El protocolo procede del conjunto de interacciones generadas alrededor de la 
cuestión T3: ¿Qué acciones encaminadas a ayudar a David debe realizar Rosa? 
Las interacciones entre tres de los grupos, a partir de la aportación inicial del 
grupo G11, se centran en la necesaria identificación e interpretación del origen 
de las dificultades de David como paso previo para ofrecer una intervención 
didáctica adecuada. Inicialmente, el G11 establece una progresión de aprendi-
zaje de los algoritmos, indicando: 

G11 (18:18:22, 25/11/2003): 
	 (…) debe volver atrás, en lugar de continuar con la división, volver al 

algoritmo de la resta, hasta que supera las lagunas. Para ello debe 
haber identificado cuál es el problema real que padece (pues ella 
trabaja con la división).

 El discurso no ofrece justificación explícita de la secuencia indicada, por lo 
que el grupo G5 manifiesta su disconformidad y apoya dicha disconformidad 
en el papel que debe desempeñar la comprensión previa del sistema de nume-
ración decimal. Centrar la atención en ayudar a David en sus dificultades en el 
algoritmo de la resta con llevadas indica un proceso de integración de la idea 
de significado de las unidades y de descomposiciones múltiples de los números 
en el discurso generado. En este sentido, la intervención del grupo G10 refuta 
la aportación inicial del grupo G5 utilizando la noción de “descomposiciones 
múltiples” para identificar el nivel de compresión del sistema de numeración 
decimal de David: 

G10 (13:05, 29/112003): 
	 Nosotros planteamos que la descomposición canónica ya la tiene 

adquirida (fase 1) y está empezando con la no canónica que no 
la tiene dominada. (…) David debía saber que: 615 = 5 Centenas, 10 
Decenas y 15 unidades (que es una descomposición no canónica, pues 
utiliza dígitos diferentes al número de origen). 
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En este intercambio, el planteamiento inicial del grupo G10 hace que el G5 
profundice en sus argumentos relativos al desarrollo de la comprensión del 
sistema de numeración decimal con intención de hacer ver que, desde su inter-
pretación, David solo parece comprender las descomposiciones canónicas (324 
=3C+2D+5U). Para ello G5 elabora y justifica una hipótesis sobre las dificultades 
que tiene David, indicando:

 
G5 (14:14:40, 29/1/2003): 
	 (…) tiene errores cuando debe restar 31-28, lo cual podría hacerse a 

través de una simple aritmética informal: de 28 a 31 van 3. Según 
Resnick, en la 1ª fase de descomposición canónica, los niños deben 
utilizar la aritmética informal, entre otras cosas utilizando el 10 como 
unidad iterativa. La no utilización de esta aritmética informal puede 
hacernos pensar que aún no haya superado esta fase.

El grupo G5 remite a la tarea de diagnóstico-intervención (T2), concretamente 
a una de las divisiones en las que David presentaba errores (1517: 4) y subraya 
el papel de la aritmética informal en el desarrollo de la comprensión del sistema 
de numeración decimal. En esta interacción, considerar el uso de la aritmética 
informal surge del análisis realizado por el grupo G5 de las tareas escolares 
realizadas por David (T2). En este sentido, las refutaciones del grupo G5 provo-
can una progresión en la resolución del caso con la integración del papel de 
las descomposiciones múltiples de los números en el aprendizaje del algoritmo. 
De esta manera, la refutación genera procesos de negociación de significados 
ya que empuja a los grupos participantes a justificar sus aportaciones con el 
objetivo de intentar convencer. Es decir, el hecho de clarificar y contrastar inter-
pretaciones obliga a un uso más preciso de las ideas teóricas, facilitando su 
transformación en instrumentos conceptuales.

Discusión

Esta investigación está centrada en identificar características del proceso de 
aprender a usar el conocimiento de didáctica de la matemática en asesores 
en formación. El análisis toma como referencia las perspectivas situadas del 
aprendizaje (Wells, 1999; Wenger, 1998) que consideran el aprendizaje como 
un cambio en el discurso generado en la resolución de problemas profesionales. 
En esta investigación, el contexto era resolver tareas profesionales en grupo, 
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relativas a identificar e interpretar el pensamiento matemático de un alumno en 
el ámbito del algoritmo de la división y proponer propuestas de actuación. Los 
resultados obtenidos indican la manera en la que, de forma paulatina, las ideas 
teóricas procedentes de la didáctica de la matemática eran refinadas y usadas 
por los estudiantes para asesores al realizar las tareas.

 La evidencia del aprendizaje como un cambio en el discurso generado 
se dio en la medida en la que los estudiantes vinculaban la evidencia de la 
situación descrita en el caso a las ideas sobre la representación de los núme-
ros y el papel que desempeñan en la realización de los algoritmos (el valor de 
posición y la idea de agrupamiento; la descomposición múltiple de los números 
y la aritmética informal). En la sección de resultados hemos descrito ejemplos 
de los cambios identificados para mostrar esta característica de la forma en la 
que los estudiantes estaban empezando a aprender a usar el conocimiento 
en contexto, como una forma de instrumentalización de las ideas teóricas. Sin 
embargo, algunos de los grupos no fueron capaces de superar los niveles de 
uso del conocimiento que denominamos retórico. Este hecho indica que el uso 
adecuado del conocimiento procedente de la didáctica de la matemática en las 
tareas de interpretar las dificultades de aprendizaje de los estudiantes y plani-
ficar intervenciones para ayudar a superarlas no es un proceso fácil (Prieto y 
Valls, 2010; Llinares y Valls, 2009). El aprendizaje en contexto como el descrito 
en esta investigación pone de manifiesto la necesidad de considerar variables 
contextuales y variables personales para explicarlo. 

En primer lugar, podemos asumir que las tareas profesionales propuestas 
y la estructura metodológica (diseño instruccional de la plataforma) influyen 
en el aprendizaje. Cabe señalar que el diseño del entorno de aprendizaje con 
una estructura b-learning, que integra actividades presenciales y en línea, y 
usando la metodología de estudio de casos, ha aportado condiciones para que 
se pudiera facilitar el aprendizaje al dar tiempo para generar las aportaciones 
y las réplicas. En este sentido, las nuevas tecnologías están aportando recursos 
que ayudan a maximizar los procesos de interacción entre los estudiantes y los 
formadores en los programas de formación (Borba y Llinares, 2012). Sin embar-
go, es necesario promover nuevas investigaciones en este campo, que ayuden 
a identificar el potencial de diferentes tareas en los programas de formación, 
para generar contextos de interacción que potencien el aprendizaje del uso del 
conocimiento en contexto

Por otra parte, la influencia de variables personales como saber argumentar 
también puede aportar información para explicar el aprendizaje. El mecanismo 
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que ayudó a que algunos estudiantes realizaran un uso relacional de las ideas 
teóricas fue la necesidad de realizar aclaraciones a sus compañeros en relación 
con lo aportado previamente en el debate. Las participaciones que tomaron la 
forma de refutaciones se generaron en un contexto dirigido a negociar los sig-
nificados y, por tanto, pueden ser entendidos como de búsqueda de una com-
prensión compartida. Estos intercambios pueden ser considerados evidencias de 
la influencia en el discurso de la participación en argumentaciones dialógicas 
–intercambio de pensamiento que desembocan en una co-construcción de 
significado– (Andriessen et al., 2003). Las intervenciones pidiendo aclaraciones 
y justificaciones a los argumentos propuestos dieron la oportunidad a los estu-
diantes de realizar las aclaraciones pertinentes y crearon la necesidad de tener 
que particularizar los significados de las ideas teóricas al contexto específico 
descrito en el caso. Este proceso permitió que algunos grupos de estudiantes 
empezaran a usar las ideas sobre el significado de la representación de los 
números y el papel que desempeñan en la comprensión de los algoritmos rela-
cionándolas con la evidencia descrita y llegando a modificar su discurso. Y esta 
modificación del discurso, como ha sido descrito en la sección de resultados, 
puede ser interpretada como evidencia del aprendizaje. Pensamos que la parti-
cipación en los debates en línea permitió crear los contextos de interacción que 
favorecieron la generación de las condiciones (posibilidad de refutar y aclarar) 
para que los estudiantes para asesores integraran las ideas como la aritmética 
informal, el uso de distintos sistemas de representación, o el papel desempeña-
do por la comprensión de las descomposiciones múltiples de los números en la 
tarea de interpretar el pensamiento matemático de los alumnos. Este proceso de 
integración debe ser entendido como una manifestación del proceso de instru-
mentalización de las ideas de la didáctica de la matemática cuando son usadas 
en contexto para la realización de las tareas profesionales. En este sentido, las 
interacciones en forma de refutación que generan la necesidad de aclaraciones, 
están relacionadas con las características de las estructuras argumentativas en 
un entorno en línea puestas de manifiesto en otras investigaciones, como son 
el refinar garantías para apoyar una conclusión, discutir sobre cómo se debe 
establecer una conclusión para que sea admitida, así como poner en duda las 
conclusiones (Roig, Llinares, Penalva, 2011). 

Las cuestiones abiertas por la discusión de los resultados obtenidos se 
convierten en líneas de investigación emergentes que pueden aportar nuevo 
conocimiento sobre el proceso por el cual los estudiantes para asesor aprenden 
a usar el conocimiento para resolver tareas profesionales.
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Impacto de los cursos universitarios  
en la formación de competencias algebraicas 

Abraham Cuesta Borges, Juana Elisa Escalante Vega  
y Marco Antonio Méndez Salazar

Resumen: Se analizan aquí las competencias y dificultades de estudiantes uni-
versitarios al resolver problemas de determinación de máximos o mínimos de 
funciones reales enunciados verbalmente o con contexto geométrico, a partir de 
las actuaciones observadas. La investigación fue motivada por la preocupación 
de conocer si los cursos de matemáticas en la universidad mejoran la com-
petencia del estudiante para expresar en lenguaje algebraico las situaciones 
planteadas de forma verbal, lo cual es un prerrequisito para estar en posibilidad 
de aplicar técnicas de cálculo diferencial. Uno de los hallazgos más relevantes 
es que los estudiantes fracasan en la comprensión cualitativa del problema y 
en la transición, no solamente del lenguaje verbal al algebraico, sino también 
del pensamiento aritmético al algebraico.

Palabras clave: Competencias, dificultades, estudiantes universitarios, len-
guaje algebraico, pensamiento algebraico.

Impact of university courses in algebraic skills training formation
Abstract: This article deals with the analysis of competences and difficulties 
of university students when solving problems of determination of maxima or 
minima of real-valued functions with a geometrical context or verbal statement. 
The research has been motivated by the concern about knowing if the univer-
sity level mathematics courses improve the students’ competence of translating 
verbally stated situations to algebraic language, which is a necessary requisite 
to apply methods from differential calculus. One relevant finding is the fact that 
students fail to understand the problem qualitatively; moreover, they fail to transit, 
not only from verbal to algebraic language, but also from arithmetical to alge-
braic thinking.

Key words: Competences, difficulties, university students, algebraic language,  
algebraic thinking.
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Introducción

Los programas de estudio de bachillerato de la Secretaría de Educación 
Pública (SEP) establecen que el estudiante, entre otros aspectos, debe adquirir 
las siguientes competencias curriculares: “1. Construye e interpreta modelos 
matemáticos mediante la aplicación de procedimientos aritméticos, algebraicos, 
geométricos y variacionales, para la comprensión y análisis de situaciones 
reales, hipotéticas o formales. 2. Formula y resuelve problemas matemáticos, 
aplicando diferentes enfoques. 3. Explica e interpreta los resultados obtenidos 
mediante procedimientos y los contrasta con modelos establecidos o situaciones 
reales” (SEP, 2011: 10).

Sin embargo, el análisis de los resultados del examen de ingreso a la uni-
versidad hace patente que muchos estudiantes no poseen un nivel adecuado 
de conocimientos. Esta evaluación, realizada por el Centro Nacional para la 
Evaluación de la Educación Superior (CENEVAL), permite observar que la falta 
de competencias resulta más grave en las siguientes áreas: a) habilidad verbal, 
donde se evalúa la comprensión lectora, b) habilidad matemática, donde se 
evalúa la capacidad para plantear, en términos matemáticos, lo que se le solicita 
y para aplicar herramientas de aritmética y álgebra, y c) el área de matemáticas, 
donde se evalúa el conocimiento matemático propiamente dicho.

Investigaciones realizadas en estudiantes que inician la universidad (Cuesta, 
2007; Cuesta, Deulofeu y Méndez, 2010) exhiben la existencia de dificultades 
derivadas del hecho de que el estudiante no ha desarrollado la capacidad de 
utilizar el concepto matemático de una manera adecuada en situaciones con-
textualizadas, aun cuando estas formen parte de sus experiencias personales 
y conocimientos anteriores. La incomprensión del concepto matemático (Ursini y 
Trigueros, 2006; Escalante y Cuesta, 2012) persiste desde la escuela secundaria 
hasta el inicio de la universidad. Los estudiantes siguen evitando cualquier 
acercamiento algebraico y retornan a procedimientos de carácter aritmético, 
en especial cuando el problema implica cierto nivel de razonamiento sobre las 
situaciones y los diferentes contextos en que se presenta la tarea.

Lo anterior pone de manifiesto la falta de competencia del estudiante egresa-
do de bachillerato para expresar, en lenguaje algebraico, relaciones planteadas 
verbalmente o desde un entorno geométrico. Ahora bien, ¿mejora la competen-
cia después de cursar matemática universitaria? Responder a esta interrogante 
requiere organizar, comparar y analizar información a partir de las actuaciones 
de diferentes grupos de estudiantes universitarios cuando se enfrentan a la 
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tarea de responder a situaciones sencillas planteadas en diferentes contextos. 
Por ello, la presente investigación tuvo por objetivo caracterizar las actuaciones 
y reportar dificultades del estudiante cuando se enfrenta a la tarea de resolver 
problemas aritmético-algebraicos de enunciado verbal. En concreto, se derivan 
las siguientes preguntas de investigación:

¿Existen diferencias en las actuaciones de los estudiantes que han tran-•	
sitado cursos universitarios de matemáticas en diferentes niveles?
¿Cómo influye el nivel de avance curricular del estudiante en las diferen-•	
cias observables al abordar problemas con distintos contextos y grados 
de dificultad? 

A partir de esta cuestión se examina la relación entre el problema propuesto 
(su contexto y grado de dificultad) y la actuación mostrada por los estudiantes 
de diferentes niveles de avance curricular.

¿Existen dificultades para responder de manera algebraica los problemas •	
planteados? 

Con esta pregunta se examina si el nivel académico formal y la experiencia 
previa del estudiante llegan a constituir un obstáculo para expresar  algebraica-
mente los problemas propuestos.

Elementos Teóricos

Existen diversas investigaciones en matemática educativa que abordan el estu-
dio de los problemas en el proceso de transición de la aritmética al álgebra, casi 
todas ellas orientadas a los niveles preuniversitarios. En efecto, muchos estudios 
(Kieran, 1981; Booth, 1984; Filloy y Rojano, 1985; Kieran y Filloy, 1989; Ursini, 1990; 
Radford, 1996) ponen de manifiesto que se recurre al uso de procedimientos 
aritméticos, en lugar de hacerlo al método algebraico. En ocasiones, la ense-
ñanza privilegia la sintaxis algebraica con énfasis en aspectos manipulativos y 
numéricos y, consecuentemente, provoca tensiones entre los significados atribui-
dos a los conceptos algebraicos en vías de construcción y los provenientes de 
la aritmética (Filloy, 1991).

El trabajo parte de las ideas desarrolladas por Eugenio Filloy sobre el análisis 
y clasificación de actuaciones del modelo teórico local (MTL). Este constituye un 
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marco teórico metodológico para la observación experimental, el cual explica y 
da respuesta sobre los procesos que se desarrollan en una situación dada, con 
contenidos matemáticos específicos y con alumnos concretos. Tiene carácter 
descriptivo, explicativo y predictivo, lo que no excluye que los mismos fenómenos 
puedan describirse, explicarse y predecirse mediante otro modelo (Puig, 2006).

El MTL comprende cuatro componentes interrelacionadas: a) la componente 
de competencia, b) la componente de actuación, c) la componente de ense-
ñanza, y d) la componente de comunicación (Filloy y Rojano, 1984; Filloy, 1999; 
Filloy, Puig y Rojano, 2008). La componente de actuación constituye un marco 
propicio para identificar, describir y categorizar las actuaciones de los estudian-
tes cuando se enfrentan a tareas contextualizadas que involucran la relación 
entre variables (Fernández y Puig, 2002; Filloy et al., 2008). 

Nos referimos a las actuaciones en cuanto modos de hacer y conducirse; 
es decir, las acciones observables que realiza el estudiante cuando se enfren-
ta a las demandas que se le plantean en las tareas. Su análisis “contempla 
el dominio de conocimientos alcanzado, pero también estudia la riqueza de 
conexiones que se establecen entre los diversos conocimientos, que muestran 
su complejidad cuando se movilizan para dar respuesta a las demandas plan-
teadas” (Rico y Lupiáñez, 2010: 17). Las actuaciones de los sujetos reales en un 
dominio concreto y circunstancias particulares pueden diferir de las que realiza 
el sujeto ideal (resolutor ideal). De este modo, las actuaciones (competentes o 
no) muestran las capacidades, los conocimientos alcanzados y, si las hay, las 
competencias desarrolladas. El término competencia, en cambio, se define como 
“la habilidad para satisfacer con éxito exigencias complejas en un contexto 
determinado, mediante la movilización de prerrequisitos psicosociales que inclu-
yen aspectos tanto cognitivos como no cognitivos” (Rico y Lupiáñez, 2010: 22).

Así, la componente de actuación constituye el marco propicio para nuestros 
objetivos de investigación: identificar y categorizar las actuaciones de los estudian-
tes, cuando se enfrentan a tareas contextualizadas que involucran la relación entre 
variables. Precisamente, en Filloy y sus colaboradores (2008) se halla una exhaustiva 
explicación de todos los elementos e interrelaciones implicados en la competencia 
que posee el resolutor ideal en la solución de problemas de enunciado verbal. De 
acuerdo con el método cartesiano, el aspecto fundamental en la solución del proble-
ma es el paso del lenguaje natural a una expresión en el lenguaje del álgebra: una 
ecuación. Por tanto, en la resolución de dichos problemas se hallan implicadas tanto 
la competencia en ambos lenguajes, como la competencia en el proceso del paso de 
un texto escrito en lenguaje natural a un texto escrito en el lenguaje del álgebra. 
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Aspectos metodológicos

A fin de analizar la competencia algebraica, se describen las actuaciones del 
estudiante cuando se enfrenta a situaciones específicas en las que el aspecto 
crucial radica en la traducción del enunciado del problema a la expresión aritmé-
tica o algebraica (Puig y Cerdán, 1990). De este modo, identificar y categorizar las 
clases de actuaciones y competencias implica, en primer lugar, evaluar las habili-
dades del estudiante en la lectura e interpretación de enunciados (Arnau y Puig, 
2005) para, posteriormente, analizar los procedimientos empleados en la solución, 
es decir, las conductas observadas en los resolutores reales (Puig, 2008). 

Sujetos de la experiencia

Se tomó una muestra de 75 estudiantes de la licenciatura en economía, repre-
sentativa de tres grupos con distintos niveles de avance curricular. Los grupos 
están diferenciados por el nivel de conocimiento impartido en clases sobre el 
concepto de valor extremo (máximo y mínimo) de una función y sobre el uso 
de derivadas para resolver problemas de optimización. Debido a la evidente 
necesidad de mantener la confidencialidad de los estudiantes, se les asigna un 
código de referencia (ver Tabla 1).

Tabla 1.  Características generales de la muestra

Grupo de: Situación al momento de la prueba
Número de 
estudiantes

Códigos

Cálculo I
Estudia cálculo de una variable real, pero no ha estudiado problemas 
de optimización.

25 I1 … I25

Cálculo II
Recién estudió el concepto de máx. /mín. de funciones de una variable 
real y su resolución con derivadas. Actualmente estudia funciones de 
varias variables.

22 II26 ... II47

Econometría
Hace un año estudió problemas de optimización, culminando con 
optimización restringida de funciones de varias variables por el méto-
do del multiplicador de Lagrange.

28 E48 ... E75

El instrumento de evaluación

La prueba escrita aplicada durante la investigación consiste en cuatro problemas 
contextualizados de determinación de máximo o mínimo, que se caracterizan 
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por la factibilidad de su respuesta, sin necesidad de aplicar los conocimientos 
de cálculo estudiados en la universidad. Sin embargo, el nivel de interpretación 
difiere y se incrementa en el orden en que se presentan los problemas.

Problema 1: Encuentra dos números positivos a y b cuya suma sea 30, pero 
cuya multiplicación sea la máxima posible.

Para su solución se requiere un nivel muy elemental de interpretación; •	
las cantidades variables que intervienen están explícitamente dadas y las 
relaciones entre ellas están descritas verbalmente, pero haciendo referen-
cia directa a operaciones aritméticas.

Problema 3: Un rectángulo tiene perímetro fijo de 60 cm. ¿Cuánto deben 
medir sus lados para que el área del rectángulo sea lo más grande posible?

Requiere un nivel elemental de interpretación. Es necesario que el estu-•	
diante reconozca las cantidades que determinan el perímetro y el área 
de un rectángulo, así como la relación entre ellas. De hecho, una vez 
traducido este problema al lenguaje algebraico, será evidente que equi-
vale al Problema 1.

Problema 4: Con la finalidad de motivar a los automovilistas para que 
contemplen los paisajes naturales de Veracruz, la Secretaría de Turismo del 
Gobierno del estado está planeando construir áreas de camping al lado de las 
carreteras. Cada una debe ser rectangular, con una superficie de 5 000 metros 
cuadrados (ver Figura 1). Por supuesto, el lado frontal adyacente a la carretera 
no debe estar cercado. ¿Cuál debe ser la longitud del lado frontal a fin de que 
la cantidad necesaria de malla para cercar sea mínima?
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Área de Camping

Lado frontal

Carretera

Figura 1

Este problema incluye los requerimientos del Problema 3, pero las rela-•	
ciones entre las cantidades involucradas son un poco más complicadas. 
Adicionalmente, en el enunciado del problema no se mencionan de 
forma explícita los conceptos geométricos de perímetro y área de un 
rectángulo, dejando al estudiante la tarea de descubrir la necesidad de 
utilizarlos después de una interpretación de la situación contextualizada 
descrita y de la figura auxiliar que se le proporciona.

Problema 2: Una huerta tiene actualmente 25 árboles que producen 600 
frutos cada uno. Se calcula que, por cada árbol adicional plantado, la produc-
ción de cada árbol disminuirá en 15 frutos. ¿Cuántos árboles adicionales deben 
plantarse para que la producción total de la huerta sea máxima? ¿Es realista tu 
respuesta? De no serlo, ¿qué decidirías si fueras el dueño de la huerta?

Es el problema donde se requiere mayor esfuerzo de interpretación •	
y análisis; no está referido a conceptos de la geometría elemental, ni 
hace referencia directa a operaciones aritméticas, además de que las 
relaciones entre las cantidades involucradas son más complicadas; sin 
embargo, está referido a situaciones típicas dentro del área profesional 
de los estudiantes de economía. Por tal motivo, en principio se espera 
que los estudiantes con mayor avance curricular (grupo de econometría) 
muestren mayor nivel de competencia, toda vez que poseen un acervo 
de conocimientos más amplio, y más experiencia dentro del contexto de 
sus estudios profesionales.
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Se espera que, al abordar los problemas propuestos, el estudiante utilice 
cualquier procedimiento, desde resolver con operaciones aritméticas elementa-
les o con procedimientos algebraicos, hasta utilizar los métodos de optimización 
estudiados en los cursos universitarios.

Experimento y procesamiento de datos

La prueba escrita se realizó durante dos horas dentro del horario de clases de 
cada grupo, bajo las siguientes orientaciones: a) utilizar cualquier procedimiento 
de solución, b) no borrar ninguna respuesta escrita, y c) que, en caso de no 
responder, se escriban las causas. Posteriormente, se realizó una revisión de 
las respuestas escritas, con la finalidad de clasificar y comparar las diferentes 
actuaciones y dificultades de los estudiantes de los tres grupos. 

La revisión de las respuestas escritas permitió conocer las diferentes actua-
ciones (acciones observables) que realizan los estudiantes. Aunque las respues-
tas serán tratadas en el análisis de cada uno de los problemas propuestos, se 
clasifican en las siguientes categorías:

Aritmética: Se aborda el problema con procedimientos de tipo aritmético, 
experimentando con valores que satisfagan las condiciones establecidas, segui-
do de operaciones elementales que conducen o no a una solución correcta.

Algebraica: A partir del contexto verbalmente planteado o de la solución arit-
mética, se procura expresar una relación algebraica entre las cantidades desco-
nocidas y las relaciones implicadas en el problema, a partir de la cual se podría 
llegar a una solución, correcta o incorrecta, por procedimientos de optimización 
que provienen del cálculo diferencial de una o dos variables.

Incomprensión: La actuación del estudiante manifiesta una total o parcial incom-
prensión del contexto del problema o de las condiciones y relaciones implicadas.

Cabe destacar que las categorías no son excluyentes; es decir, se encuen-
tran casos de estudiantes que, aun desarrollando una actuación aritmética o  
álgebraica, manifiestan incomprensión del contexto del problema. También se 
presentan casos de estudiantes que desarrollan una actuación aritmética y, 
además, una actuación algebraica.

La entrevista

Se seleccionaron los estudiantes de cada grupo que habrían de participar en las 
entrevistas individuales. Las entrevistas se realizaron una semana después de 
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la prueba escrita, en un ambiente de intercambio de ideas entre el estudiante y 
el entrevistador, para analizar las diferentes maneras de abordar los problemas 
propuestos. El instrumento consiste en un conjunto de preguntas de carácter no 
estructurado, que tienen por objetivo profundizar en el conocimiento que posee 
el estudiante sobre los problemas. 

Con esta finalidad, se decide elegir, del conjunto de sujetos en estudio, una 
muestra de solo 16 estudiantes (ver Tabla 2), seleccionada bajo el criterio de que 
sus respuestas aporten nuevos elementos acerca de sus dificultades y modo de 
actuar. Las entrevistas fueron grabadas en audio con dos propósitos: en primer 
lugar, para obtener datos adicionales sobre la actuación utilizada (de acuerdo 
con la clasificación anterior); y más importante, para conducir al estudiante, en 
caso necesario, hacia el uso de expresiones algebraicas que le permitan llegar 
a la solución. 

Tabla 2. Cantidad de estudiantes entrevistados por grupo

Grupo de: Número de estudiantes:
Cálculo I 5
Cálculo II 5
Econometría 6
TOTAL 16

Discusión de Resultados

A continuación se describen los principales resultados sobre las actuaciones y 
dificultades de los 75 estudiantes que participaron en la prueba, complementa-
dos con algunas observaciones resultantes de las entrevistas realizadas a 16 de 
ellos. Por cada problema se muestra una tabla con el porcentaje de aciertos y 
las actuaciones observadas, con independencia de que conduzcan o no a una 
respuesta correcta. Los problemas se analizan en orden creciente con respecto 
al nivel de interpretación requerido, según se estableció en la sección de aspec-
tos metodológicos.

Análisis de actuaciones y dificultades en el Problema 1

Se observa que, con aritmética elemental, un gran número de estudiantes deter-
mina que los números que permiten resolver el problema son a = 15 y b = 15; 
sin embargo, se presentan respuestas incorrectas (ver Tabla 3) debido a una 
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interpretación inadecuada de la situación. En efecto, algunos estudiantes no 
aciertan dado que, en la frase “dos números positivos a y b”, interpretan que 
ambos números deben ser diferentes y enteros concluyendo, en consecuencia, 
que a = 16 y b = 14 o viceversa.

Tabla 3. Porcentajes de aciertos y actuaciones en el Problema 1

Grupo Porcentaje de aciertos
Porcentaje de alumnos que exhiben la actuación

Aritmética  Algebraica Incomprensión
Cálculo I 96 100 0 4
Cálculo II 86.4 100 9 3.6
Econometría 89 100 10.7 11

La mayoría de los estudiantes de los tres grupos respondió de manera arit-
mética. Durante la entrevista se pregunta: “¿cómo llegas a la conclusión de que 
los números son a = 15 y b = 15?”, y las respuestas son: “por tanteo”, “compro-
bando con varios cálculos” o “realizando tabla de valores”. Algunos estudiantes, 
después de mostrar una actuación aritmética, recurren a una algebraica. Un 
ejemplo es la actuación del estudiante II26, quien culmina con una justificación 
analítica de la respuesta correcta.

Figura 2.  Respuesta del estudiante II26 al Problema 1

De los porcentajes de respuestas acertadas se puede inferir cierto grado de 
homogeneidad entre los tres grupos; sin embargo, los estudiantes de Cálculo I 
y II presentan porcentajes menores de incomprensión que los de econometría. 
Esto puede deberse a su cercanía temporal con los estudios preuniversitarios, 
en los que frecuentemente se abordan situaciones similares a la planteada 
con herramientas aritméticas elementales; mientras que algunos estudiantes 
de econometría intentan abordar el problema con procedimientos sofisticados 
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adquiridos en sus estudios universitarios, como se muestra en la respuesta del 
estudiante E54.

Figura 3.  Respuesta del estudiante E54 al Problema 1

En el afán de detectar dificultades para responder algebraicamente, duran-
te la entrevista se pregunta: “¿se puede demostrar matemáticamente que los 
números son a = 15 y b = 15?” o “¿se puede expresar o llegar a la solución de 
manera algebraica?” Muchos estudiantes, aun teniendo una solución aritméti-
ca correcta, no son capaces de transferir dicho conocimiento a una expresión 
de tipo algebraico. Resultó que, de los 16 entrevistados, solo un estudiante de 
econometría logra plantear el problema algebraicamente. El resto proporciona 
respuestas del tipo “no recuerdo”, “no entiendo cómo”, o “no sé plantearlo”, las 
cuales evidencian la existencia de obstáculos para transferir el problema y su 
solución aritmética, al lenguaje algebraico. En síntesis, los estudiantes son inca-
paces de transferir el conocimiento aritmético que tienen acerca del problema a 
una expresión algebraica, aun cuando en el propio enunciado de este existen 
elementos discursivos que coadyuvan a la construcción algebraica.
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Análisis de actuaciones y dificultades en el Problema 3

Un gran número de estudiantes no acierta a responder. 

Tabla 4.  Porcentajes de aciertos y actuaciones en el Problema 3

Grupo Porcentaje de aciertos
Porcentaje de alumnos que exhiben la actuación

Aritmética  Algebraica Incomprensión
Cálculo I 8 56 0 44
Cálculo II 4.5 54.5 4.5 41
Econometría 11 60.7 3.6 64.3

La primera causa de falencia es, precisamente, la incomprensión del contexto 
geométrico, de los conceptos involucrados (perímetro y área) o de la relación 
existente entre ambos. Tales rasgos de incomprensión se ejemplifican en la 
respuesta del estudiante I21

.

Figura 4.  Respuesta del estudiante I21 al Problema 3

El mismo sujeto, en el siguiente fragmento de entrevista, muestra algún 
matiz de actuación algebraica, a pesar de la cual prevalece la incomprensión:

Profesor: 	 ¿Qué no entiendes en este problema?
Estudiante I21: 	 Es que debo checar cuánto mide cada lado, para que el perímetro sea 

60 y no recuerdo cómo hacer para sacar cada lado.
Profesor: 	 Tu problema es que no sabes cómo separar 60 en cuatro valores; sin 

embargo, en el primer problema puedes separar 30 en dos valores. 
¿No te parece que básicamente debes hacer como en el Problema 
1?

Estudiante I21: 	 Sí.
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Profesor: 	 Pero tienes otra condición, ¿cuál es?
Estudiante I21: 	 Que el área sea lo más grande, pero no entiendo cómo.

En segundo lugar, este estudiante, por una actuación aritmética que, si bien 
surge de la comprensión de los conceptos de perímetro y área, no aporta una 
respuesta correcta debido a sus concepciones acerca de los rectángulos y los 
cuadrados. En efecto, el estudiante no reconoce que los valores que maximizan 
el área son 15 y 15. Resulta interesante que la totalidad de los estudiantes 
entrevistados responda que los valores que maximizan el área son 16 y 14 (o 
viceversa), y que durante la entrevista se responda:

Profesor: 	 ¿No puede ser 15 en cada uno de los lados?
Estudiante: 	 No, porque entonces sería un cuadrado, y no un rectángulo, como se 

expresa en el problema.
Profesor: 	 ¿Qué es un rectángulo?
Estudiante: 	 Una figura con dos pares de lados iguales, pero unos son mayores 

que otros, o la base mayor que la altura.
Profesor: 	 ¿Entonces, un cuadrado es un rectángulo?
Estudiante: 	 No, porque en el cuadrado todos los lados son iguales.
Profesor: 	 ¿Cómo se halla el área de un rectángulo?
Estudiante: 	 Base por altura.
Profesor: 	 ¿Cómo se halla el área de un cuadrado?
Estudiante: 	 Lado por lado.

Con independencia del grado de avance, las respuestas en los tres grupos 
ponen de manifiesto que no se tienen definiciones correctas de las figuras, al 
punto que algunos estudiantes no pueden responder a preguntas como: “¿Qué 
significa la palabra cuadrilátero?” o “¿qué significa la palabra rectángulo?” Cabe 
destacar que la dificultad conceptual va acompañada de los prototipos visuales 
que se tienen sobre el cuadrado (“el que tiene cuatro lados iguales”) y el rectán-
gulo (“el que tiene la base mayor que la altura”).

En resumen, se pudo comprobar que no se tiene la competencia necesaria 
para trasladar los resultados obtenidos (aritméticos) a expresiones álgebraicas, 
porque se desconoce la relación existente entre los conceptos de perímetro y 
área. Un ejemplo se halla en la respuesta del estudiante I18, confirmado por el 
subsecuente fragmento de entrevista.
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Figura 5.  Respuesta del estudiante I18 al Problema 3

Profesor: 	 ¿Puedes representar algebraicamente las condiciones del problema?
Estudiante I18: 	 No, me costaría mucho trabajo.
Profesor: 	 ¿Puedes simbolizar cada lado de la figura y tratar de expresar las 

condiciones? Intenta expresar primero el área y luego el perímetro.
Estudiante: 	 Es lo complicado, si tengo valores lo puedo hacer, pero plantearlo me 

cuesta trabajo.

En cambio, la actuación algebraica se halla en las respuestas de pocos estu-
diantes (ver Tabla 4); un ejemplo es la respuesta del estudiante II26.

Figura 6.  Respuesta de II26 al Problema 3

Los porcentajes de incomprensión muestran lo complicado que resulta a 
los estudiantes de los tres grupos entender el contexto geométrico de este pro-
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blema. En los estudiantes avanzados (grupo de econometría) se halla el más 
alto promedio de aciertos, pero son ellos quienes manifiestan también el mayor 
porcentaje de incomprensión (ver Tabla 4), debido quizás a que se encuentran 
más alejados, temporalmente, de los cursos (en secundaria y bachillerato) en 
los que se suelen abordar situaciones geométricas de este tipo. Esta situación 
se complica por la tendencia del estudiante avanzado a utilizar herramientas 
sofisticadas estudiadas en la universidad que, independientemente de su perti-
nencia, no siempre fueron bien comprendidas. 

Así, el nivel académico formal no ha implicado un aprendizaje significativo; 
el nuevo conocimiento adquirido en los cursos avanzados se transforma más 
bien en un obstáculo para la comprensión del contenido de los problemas y 
para el tránsito de los lenguajes (común y aritmético) al algebraico. 

Análisis de actuaciones y dificultades en el Problema 4 

En la actuación de muchos estudiantes (ver Tabla 5) se observa incomprensión 
de las condiciones verbalmente planteadas.

Tabla 5.  Porcentajes de aciertos y actuaciones en el Problema 4

Grupo Porcentaje de aciertos
Porcentaje de alumnos que exhiben la actuación

Aritmética  Algebraica Incomprensión
Cálculo I 4 12 0 88
Cálculo II 36.4 27.4 9 63.6
Econometría 31 50 8 42

A causa de una lectura inadecuada del enunciado, o por el desconocimiento 
sobre los conceptos implicados en la tarea, surgen respuestas como: 

Figura 7.  Respuesta del estudiante II
37
 al Problema 4
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Figura 8.  Respuesta del estudiante I
21
 al Problema 4

Tendencia que luego se manifiesta otra vez en este fragmento de entrevista 
al estudiante I21:

Estudiante I21: 	 Se supone que son 5 000 metros cuadrados [señala la Figura 1]… el 
lado frontal no se debe cercar.

Profesor: 	 No, no se puede cercar.
Estudiante I21: 	 Es un rectángulo… ¿Se puede decir que su área es de 5 000 metros 

cuadrados?
Profesor: 	 Sí.
Estudiante I21: 	 No, no entiendo.
Profesor: 	 Observa, se desea colocar malla a estos tres lados [señala la Figura 

1], pero se desea que la cantidad de malla sea la menor posible; si el 
área debe ser 5 000 metros cuadrados, ¿qué valores podrían ser?

Estudiante I21: 	 No sé.
Profesor: 	 Bien, supongamos que damos valores de 1 000 al lado frontal y 5 al 

lado lateral, ¿cómo calculas el perímetro?
Estudiante I21: 	 Lado por lado.

En otros casos, la actuación se limita a una operación aritmética, consistente 
en proponer dos valores cuya multiplicación sea 5 000, y no más; esta situación 
es causada por la desconexión existente entre los conceptos de perímetro y 
área. Se pudo comprobar que 7 de los 16 estudiantes entrevistados responden, 
acertadamente, que el lado frontal debe ser de 100 metros y el ortogonal de 50 
metros, pero solo dos pueden verificar (de manera aritmética) que la cantidad 
necesaria de malla sea mínima. Un ejemplo es la respuesta del estudiante II28.
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Figura 9.  Respuesta del estudiante II28 al Problema 4

Este estudiante luego manifiesta en la entrevista:

Profesor: 	 ¿Cómo llegas a esta respuesta?
Estudiante II28: 	 Multiplicando con la calculadora, para que me diera 5 000, tomé algu-

nas variantes.
Profesor: 	 ¿Pero cómo determinas que deben ser 100 y 50?
Estudiante II28: 	 Realicé algunas variantes, incluso con números no enteros, y fui cal-

culando la cantidad de malla. Al final llegué a la conclusión que debe 
ser la respuesta correcta.

Los resultados ponen en evidencia que no existe una mejora en el porcen-
taje de aciertos de los estudiantes de econometría (31%) en relación con los 
de Cálculo II (36.4%), aunque ambos grupos mejoran en relación con el de 
Cálculo I (4%). Si bien es cierto que la incomprensión disminuye con mayores 
niveles de avance curricular (ver Tabla 5), no se incrementa en igual medida el 
porcentaje de actuaciones algebraicas. Se pudo constatar que los estudiantes 
que comprenden, sin importar cuál sea su nivel académico, exhiben actuaciones 
aritméticas. Resulta relevante que, de los 16 entrevistados, solo un estudiante (el 
sujeto I22 del grupo de Cálculo I) logra, guiado por las preguntas del entrevista-
dor, una expresión algebraica del tipo C = (500 / x)( 2 ) + x.
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Figura 10.  Respuesta del estudiante I22 al Problema 4 (fragmento)

Análisis de actuaciones y dificultades en el Problema 2

Una situación latente en las respuestas escritas es la incomprensión del enun-
ciado o de las condiciones del problema (ver Tabla 6). La inmensa mayoría de 
los estudiantes puede determinar que la producción total actual es de 1 500 
frutos (resultado al que arriban mediante la multiplicación 600 x 25), pero se 
genera un serio conflicto que inicia con la total incomprensión de la frase “por 
cada árbol adicional plantado, la producción de cada uno disminuirá en 15 fru-
tos”, e incluye la inadecuada interpretación de la naturaleza de la dependencia 
de la producción total con respecto al número de árboles plantados. 

Tabla 6.  Porcentajes de aciertos y actuaciones en el Problema 2

Grupo Porcentaje de aciertos
Porcentaje de alumnos que exhiben la actuación

Aritmética  Algebraica Incomprensión
Cálculo I 28 36 4 68
Cálculo II 36.4 31.8 9.1 50
Econometría 39.3 32.1 7.1 46.4

En el grupo de econometría se halla el mayor nivel de aciertos, porque la 
situación planteada y las relaciones que en ella se establecen son más familia-
res y cercanas al estudiante avanzado de esta materia, que a los estudiantes de 
Cálculo I y II. Además, el estudiante de econometría debería poseer, debido a su 
avance curricular, más herramientas para dar solución al problema. Obsérvese 
que el nivel de comprensión no mejora de manera significativa en los estu-
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diantes avanzados, como tampoco resultan estos ser los más competentes en 
la aplicación de procedimientos algebraicos.

La realidad es que existe un alto nivel de incomprensión en los tres grupos 
de estudiantes, provocado por la falta de competencia en el lenguaje común y 
en el lenguaje propio del campo de estudios profesionales, tal y como se mues-
tra en las respuestas de los estudiantes E48 y II28.

Figura 11.  Respuesta del estudiante E48 al Problema 2

Figura 12.  Respuesta del estudiante II
28
 al Problema 2

En otros casos, y como resultado de una comprensión del contexto y de las 
condiciones del problema, la actuación utilizada es aritmética (ver Tabla 6). Un 
ejemplo es la respuesta del sujeto II34.
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Figura 13.  Respuesta del estudiante II34 al Problema 2

Ahora bien, la cuestión relevante es: ¿poseen estos estudiantes la competen-
cia para trasladar dicho conocimiento aritmético a una expresión algebraica? 
Durante la entrevista, solo cuatro estudiantes logran, bajo la guía del entrevis-
tador, escribir la expresión algebraica del tipo P = (25 = x)(600 - 15x). Para el 
resto, la tarea de trasladar el conocimiento que se tiene sobre el problema a 
una expresión algebraica derivó en un serio conflicto, como se muestra en el 
siguiente fragmento de entrevista.

Profesor: 	 ¿Cómo expresar algebraicamente los resultados aritméticos? 
Estudiante II34:	 Con una regla de tres.
Profesor: 	 ¿Cómo podemos llegar al resultado con una regla de tres?
Estudiante II34: 	 Por 25 árboles se producen 600 frutos… Se me dificulta encontrar la 

cantidad.
Profesor: 	 Observa la primera columna de tus resultados aritméticos; estás incre-

mentando la cantidad de árboles de uno en uno, mientras que en la 
segunda columna disminuyes de 15 en 15. Y después multiplicas los 
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resultados de ambas columnas. ¿Podemos, de cada columna, obtener 
una expresión matemática y luego multiplicar?

Estudiante II34:	 Sí.
Profesor: 	 ¿Cómo? ¿Por qué no llamamos x a la variable incrementada?
Estudiante II34: 	 No, no sé cómo hacerlo.

En otros casos, los estudiantes intentan proponer una solución de tipo  
algebraica, que no refleja comprensión del problema, como se muestra en la 
respuesta del estudiante E54. En él puede observarse una inclinación hacia el 
uso de formalismos a los que ha estado expuesto durante sus cursos univer-
sitarios de matemática y economía, pero con una completa incomprensión del 
significado de los mismos.

Figura 14.  Respuesta del estudiante E
54
 al Problema 2

En el siguiente fragmento de entrevista obsérvese, primero, la incomprensión 
de la situación verbalmente planteada y, posteriormente, la dificultad para tras-
ladar el conocimiento aritmético a una expresión algebraica.

Profesor: 	 En tu respuesta escrita, ¿qué significa x ?
Estudiante E54:	 La cantidad de árboles adicionales, menos 15 que disminuye por cada 

árbol adicional.
Profesor: 	 ¿Cuál sería la producción si se plantan x árboles adicionales?
Estudiante54: 	 Según yo, debe ir disminuyendo la producción.
Profesor: 	 Por ejemplo, ¿si se plantan 26 árboles? 
Estudiante54: 	 Sería 26 x 585.
Profesor: 	 ¿Si se plantan 27?



56	 Educación Matemática, vol. 25, núm. 1, abril de 2013

Impacto de los cursos universitarios en la formación de competencias algebraicas

Estudiante54: 	 Sería 27 x 570.
Profesor: 	 Observa que, a medida que incrementas un árbol, la producción 

disminuye en 15; la pregunta es, ¿cómo se puede expresar  algebrai-
camente?

Estudiante54: 	 Sería como… [No responde].
Profesor: 	 Bien, llamemos x a la cantidad de árboles adicionales.
Estudiante54: 	 [Escribe la expresión: 25 + x = 600 - 15x].
Profesor: 	 ¿Por qué igualas tales expresiones? Estás igualando cantidad de árbo-

les a cantidad de frutos.
Estudiante54: 	 [No responde].
Profesor: 	 Tienes que 25 + x es la cantidad de árboles, ¿qué debemos hacer para 

obtener la producción total?
Estudiante54: 	 Este… [Señala la expresión 600 - 15x]… El número de árboles.
Profesor: 	 ¿Por qué lo debemos multiplicar?
Estudiante54: 	 Por 25 + x.
Profesor: 	 Muy bien, observa que la expresión [escribe (25 + x)(600 - 15x)] satis-

face los cálculos anteriores.
Estudiante54: 	 Sí, ya entiendo.
Profesor: 	 ¿Cómo calcular la producción máxima? Es decir, ¿cuántos árboles 

adicionales maximizan la expresión? 
Estudiante54: 	 Sacando el valor de x.

En resumen, el análisis de los cuatro problemas arroja evidencias de que la 
competencia para plantear algebraicamente las situaciones no puede atribuirse 
a los cursos de matemáticas recibidos en la universidad. En lo relativo al nivel de 
comprensión de las situaciones verbalmente planteadas, no existen diferencias 
significativas entre los grupos; cursar matemáticas avanzadas en la universidad 
no garantiza que se comprenda mejor la naturaleza de las relaciones existentes 
entre los datos y las incógnitas. 

Los cursos universitarios resultan en ocasiones insuficientes, debido a que 
el estudiante arriba a ellos sin un conocimiento consolidado de la matemática 
elemental, y sin haber desarrollado la capacidad de utilizar el nuevo conoci-
miento de manera flexible en situaciones o problemas que formen parte de sus 
experiencias personales y conocimientos anteriores. Se manifiesta la tendencia 
a imaginar determinados prototipos visuales que resultan contraproducentes si 
no se tiene una construcción adecuada del concepto.
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Conclusiones y reflexiones ADICIONALES

El estudio tuvo como objetivo analizar las actuaciones y competencias algebrai-
cas de tres grupos de estudiantes universitarios con diferentes niveles de avance 
formal dentro de la misma licenciatura. Aun cuando analizar las dificultades de 
comprensión lectora no fue uno de los propósitos de investigación, se constató 
que la primera dificultad emerge, precisamente, de la incomprensión del enun-
ciado o del contexto del problema, situación que varía dependiendo del nivel de 
complejidad de los problemas propuestos y del instrumental matemático que el 
estudiante considera disponible y pertinente.

En los problemas que requieren un nivel elemental de análisis (problemas 
1 y 3), el estudiante menos avanzado (de los grupos de Cálculo I o II) muestra, 
de manera relativa, mayor comprensión que el estudiante más avanzado (del 
grupo de econometría) a causa de que se utiliza aquello que se recuerda mejor: 
a) el menos avanzado, lo que estudió hace relativamente poco tiempo (de 3 a 
6 meses) en los cursos preuniversitarios, y b) el estudiante avanzado, las herra-
mientas sofisticadas estudiadas recientemente en la universidad que, a causa 
de la propia incomprensión, no le permiten llegar a una solución. 

Contrastando con esto, en los problemas que requieren de “más conoci-
miento” (problemas 2 y 4), se invierten los resultados. El estudiante del grupo 
de econometría obtiene mejores resultados debido al uso de algunos proce-
dimientos algebraicos estudiados en la universidad, lo cual no significa que 
necesariamente comprenda mejor los problemas; tan solo que se vale de más 
recursos de carácter procedimental.

Una segunda dificultad es causada por las concepciones sobre los concep-
tos geométricos de cuadrado y rectángulo. Muchos estudiantes se caracterizan 
por asociarlos a las imágenes visuales (prototipos) que se han utilizado en el 
proceso de enseñanza como ejemplos clarificadores para exponer un modelo 
sobre dichos conceptos, pero el resultado es que los estudiantes universitarios 
entienden por rectángulo: “una figura con dos pares de lados iguales, pero 
unos son mayores que otros, o la base mayor que la altura” y por cuadrado: “el 
que tiene todos los lados iguales, o la base igual a la altura”. De este modo, la 
propia figura se ha constituido en un obstáculo para la construcción adecuada 
del concepto.

En tercer lugar destaca el uso generalizado de procedimientos aritméticos, 
de naturaleza instrumental y memorística, sin la competencia para transferir 
dicho conocimiento (sobre el contexto y su solución aritmética) a una expresión  
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algebraica. Sin importar el nivel de avance en la universidad, se recurre por igual 
al uso de estos procedimientos con una fuente de significado muy limitada, que 
no resulta suficiente para aplicar procedimientos de generalización algebraica. 
En las entrevistas a varios estudiantes se observaron conflictos para trasladar las 
ideas expresadas en lenguaje aritmético al lenguaje algebraico, precisamente 
porque no se tiene la habilidad para establecer la relación entre los diferentes 
sistemas de representación; en algunas situaciones (por ejemplo en el Problema 
2) se genera un serio conflicto —incluso recibiendo el estudiante sugerencias 
directas del profesor— para llegar a una solución de tipo algebraica.

Así, y con independencia de los propósitos educativos de la SEP y de la 
propia universidad, se hallaron indicios relevantes sobre la existencia de dificul-
tades comunes en los tres grupos de estudiantes. Los hechos observados son:

 
El estudiante no posee competencia para comprender textos aritmético-•	
algebraicos de enunciado verbal; es decir, no existe una lectura analítica 
del enunciado del problema que lo reduzca a una lista de cantidades y 
de relaciones entre cantidades, coincidiendo con lo encontrado por Filloy 
y sus colaboradores (2008).
El nivel de conocimiento sobre el contexto geométrico es tan elemental, •	
que se desconoce incluso la relación existente entre las magnitudes (perí-
metro y área) a que se hace mención en algunos de los problemas.
No se muestra la competencia para transferir la solución aritmética del •	
problema al lenguaje algebraico.
No se muestra la competencia para expresar, en lenguaje algebraico, las •	
relaciones planteadas verbalmente o desde el entorno geométrico.
Existe una tendencia a utilizar formalismos de tipo algebraico, descon-•	
textualizados y no comprendidos, que no son útiles al estudiante en la 
solución de los problemas.

Los estudiantes de econometría presentan los mismos problemas de com-
prensión lectora que los estudiantes de Cálculo I y II salvo en el Problema 2, en 
el cual responden ligeramente mejor, porque están más familiarizados con el 
contexto. Los resultados comparativos entre los estudiantes de los tres grupos 
ponen de manifiesto un hecho: el nivel académico formal no ha implicado un 
aprendizaje significativo; el uso de las nuevas herramientas, adquiridas en los 
cursos avanzados, no implica que exista mayor comprensión del contenido de 
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los problemas, como tampoco es determinante en la competencia para transferir 
de los lenguajes común y aritmético al algebraico. 

Los resultados son similares con los reportados por otras investigaciones 
situadas en el marco del MTL. Existen coincidencias, por citar algunas, con Filloy 
y Rojano (1985); Kieran y Filloy (1989); Ursini (1990) y Radford (1996), que resal-
tan el uso de procedimientos aritméticos en lugar del método algebraico; con lo 
expuesto en la investigación de Filloy y Rojano (1991) sobre las dificultades en 
la transición de la aritmética al álgebra y en la traducción del lenguaje natural 
al algebraico; también hay coincidencia con la investigación de Fernández y 
Puig (2002) sobre las implicaciones que tiene la forma de interpretar el proble-
ma en las actuaciones del estudiante, y con Butto y Rojano (2009) respecto al 
nivel de pensamiento prealgebraico de los estudiantes, que no permite procesos 
de generalización significativos.

Cabe mencionar que las investigaciones antes referidas se realizaron en los 
niveles preuniversitarios. En este trabajo se muestra que los estudiantes univer-
sitarios presentan dificultad para comprender la estructura general del problema 
a partir de las cantidades (conocidas y desconocidas). Y pone de manifiesto que 
el nivel de avance curricular en la propia universidad no mejora el proceso de 
transferencia de ideas expresadas en lenguaje aritmético al lenguaje algebraico.

En resumen, las actuaciones y dificultades mostradas en esta investigación 
ponen de manifiesto la existencia de un problema relacionado con el nivel de 
conocimiento con el que los estudiantes ingresan a la universidad. Más allá de 
las carencias relativas a las técnicas, se constata que conceptos fundamenta-
les no han sido construidos de manera satisfactoria en la propia universidad, 
lo cual constituye un obstáculo para abordar analíticamente el estudio de la 
matemática universitaria.
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Una propuesta de uso de un Classroom 
Response System (CRS) para promover clases 
interactivas de Cálculo en la universidad
José Ignacio Barragués, Adolfo Morais, María Juncal Manterola  
y Jenaro Guisasola

Resumen: La concepción actual de lo que significa enseñar y aprender Mate-
máticas sostiene que los estudiantes deben aprender construyendo activamente 
nuevos significados a partir de la experiencia y el conocimiento previos. Esta 
concepción exige realizar un seguimiento del aprendizaje y de las tareas rea-
lizadas, desarrollar en el aula actividades que permitan poner en práctica los 
conceptos clave en problemas prácticos, etc. En este contexto, los Classroom 
Response System (CRS) están investigándose por su potencial para mejorar la 
comunicación entre el profesor y los estudiantes. En el presente estudio se des-
cribe el modo en que se ha implementado y evaluado un CRS en la Universidad 
del País Vasco (España) para la enseñanza de Cálculo en estudios de Ingeniería 
con grupos amplios de estudiantes. Los estudiantes valoraron positivamente la 
enseñanza recibida y, además, se observó una ganancia media normalizada 
en el aprendizaje significativamente superior a la obtenida por un grupo de 
estudiantes que recibió una enseñanza convencional.

Palabras clave: Clickers, CRS, Classroom Response System, aprendizaje signi-
ficativo, peer instruction, cálculo, resolución de problemas, ABP.

A proposal of using a Classroom Response System (CRS) to promote interac-
tive Calculus lessons at the University
Abstract: The current conception of what means to teach and to learn 
Mathematics holds that students must learn constructing actively new meanings 
from experience and previous knowledge. This conception demands a follow-up 
of the learning and of the completed tasks, to develop in the classroom activities 
that allow putting in practice key concepts in practical problems, etc. In this con-
text, the Classroom Response System (CRS) is being investigated by its potential 
to improve the communication between the teacher and the students. This study 
describes the educational strategies put in practice at the UPV/EHU (Spain), for 
the education of Calculus in Engineering studies, using a CRS to facilitate the 
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interaction with large groups of students. The results show that students valued 
positively the received education. In addition, it was observed a significantly 
superior average normalized gain in the learning to that obtained by a group of 
students that received a conventional education.

Key words: Clickers, CRS, Classroom Response System, significant learning, 
peer instruction, calculus, problem solving, PBL.

Fecha de recepción: 2 de abril de 2012. Fecha de aceptación: 7 de enero de 2013.

INTRODUCCIÓN

Cálculo es una asignatura que tiene un contenido similar en los diversos gra-
dos de Ingeniería de la Universidad del País Vasco y de otras universidades 
españolas. Se trata de una asignatura anual dedicada al Cálculo Diferencial e 
Integral, donde gran parte del temario es ya conocido por los estudiantes porque 
la operativa con funciones elementales, derivación e integración de funciones de 
una variable forman parte de los programas de Matemáticas de Enseñanza 
Secundaria Obligatoria y de Bachillerato en España. En los estudios de Ingeniería 
se completa el currículo incluyendo algunos temas avanzados clásicos de un 
programa de Análisis Matemático para Ingeniería. Tradicionalmente, el profesor 
introduce de manera formal los contenidos matemáticos, ilustra los conceptos 
y procedimientos con ejemplos y ejercicios de aplicación y, por último, evalúa 
el aprendizaje de los estudiantes mediante ejercicios-tipo similares. Franke, 
Kazemi y Battey (2007) indican que este patrón de discurso en el aula es el más 
ampliamente extendido, y lo caracterizan del siguiente modo: el profesor explica 
los procedimientos que deben aplicarse, muestra las direcciones a seguir y los 
posibles errores, todo ello requiriendo muy poca interacción con el estudiante y 
entre los propios estudiantes. Dentro de este modelo no se emplaza a los estu-
diantes a explicar sus ideas, ni se debate acerca de las ideas incorrectas; no hay 
oportunidades para hacer conjeturas ni buscar consensos acerca de las ideas 
matemáticas. La tarea matemática que se propone a los estudiantes consiste en 
memorizar y aplicar procedimientos ya elaborados para calcular respuestas, más 
que en profundizar en el significado de los conceptos (Spillane y Zeuli, 1999).

La concepción actual de lo que significa enseñar y aprender Matemáticas se 
enfrenta a la citada visión simple, instrumental, de la formación matemática. Los 
estándares actuales coinciden en que los estudiantes aprenden Matemáticas 
construyendo activamente nuevos significados a partir de la experiencia y el 
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conocimiento previos, y para facilitar esa construcción, recomiendan la realiza-
ción de actividades destinadas a que tomen conciencia de sus conocimientos 
y estrategias informales, concediendo especial importancia a la resolución de 
problemas, al desarrollo del razonamiento y a la argumentación. Los estudian-
tes deben trabajar en un entorno que les anime a construir Matemáticas de 
forma activa y a aprender a comunicarse mediante Matemáticas como forma 
de pensar y de dar sentido a su entorno; a valorarlas en su papel dentro de los 
asuntos humanos; a explorar, predecir, cometer errores y corregirlos, para ganar 
confianza en su propia capacidad de resolver problemas complejos; a experi-
mentar situaciones abundantes y variadas que les permitan adquirir competen-
cia matemática (NRC, 1995; NCTM, 2000). Sin embargo, como indican Franke y 
sus colaboradores (2007), encontrar el modo de proporcionar a los estudiantes 
un entorno de trabajo tan exigente es algo complejo y no bien caracterizado 
en la bibliografía. Lampert (2001) describe algunas de las múltiples dificultades 
a las que el profesor debe hacer frente: el elevado número de estudiantes pre-
sentes en el aula, que supone un desafío para el establecimiento de buenas 
prácticas de enseñanza; analizar el conocimiento previo de los estudiantes y 
sus concepciones alternativas; mantener la motivación y la atención de modo 
permanente; conocer sus opiniones e involucrarles de forma significativa en 
el trabajo; realizar un seguimiento del aprendizaje y de las tareas realizadas; 
desarrollar en el aula actividades que permitan poner en práctica los conceptos 
clave, etc. El profesor debe proporcionar a cada estudiante oportunidades para 
mostrar sus ideas acerca de los problemas que se están resolviendo pero, simul-
táneamente, animarle a que atienda y cuestione las vías de solución propuestas 
por los demás. Pero, como señala Ball (1993), al mismo tiempo el profesor es res-
ponsable de que los estudiantes desarrollen el conocimiento matemático y una 
disposición favorable hacia las Matemáticas. Frente a todas estas exigencias, no 
es de extrañar, como apuntan Franke y sus colaboradores (2007), que el descrito 
modelo tradicional de enseñanza y aprendizaje continúe siendo prevalente. 

Ya se ha indicado que encontrar modos de definir entornos de trabajo 
que favorezcan un aprendizaje profundo no es algo bien caracterizado en la 
bibliografía. De hecho, como indica Artigue (1995), si bien es fácil enseñar a los 
estudiantes universitarios la ejecución de cálculos mecánicos, resulta enorme-
mente difícil enseñarles el significado profundo de los conceptos. Sin embargo, 
encontramos en Robert (1987) una aportación en esa dirección, cuando iden-
tifica seis hipótesis acerca del aprendizaje matemático en las que se basa la 
investigación actual en Educación Matemática en diversos países (Guershon y 
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Trgalová, 1996). Las primeras cuatro hipótesis son generales a todos los niveles 
de educación matemática, mientras que las últimas dos son específicas de 
niveles avanzados. Las seis hipótesis son las siguientes:

Hipótesis 1. 	 La importancia de la acción (resolución de problemas) y el 
proceso de desequilibro/reequilibrio en la construcción del 
conocimiento.

Hipótesis 2. 	 El papel de la comunicación como precursora del lenguaje, y la 
importancia de que el estudiante cuente con el apoyo de una 
persona que opere en su zona de desarrollo próximo.

Hipótesis 3. 	 La necesidad de adquirir diversas representaciones (numéri-
ca, geométrica, algebraica...) de un mismo conocimiento, y la 
importancia de la interacción entre dichas representaciones.

Hipótesis 4. 	 Para muchos estudiantes resulta eficiente la siguiente orga-
nización de la actividad de enseñanza: el nuevo concepto 
matemático que debe ser enseñado aparece por vez primera 
como herramienta destinada a resolver un problema que se ha 
enunciado previamente. Después de la búsqueda de una solu-
ción, el nuevo concepto se transforma en objeto matemático 
mediante una institucionalización (explicitación por parte del 
profesor) y una familiarización (ejercicios destinados a reforzar 
el conocimiento adquirido).

Hipótesis 5. 	 La contribución de los conflictos socio-cognitivos y la importan-
cia de la metacognición (conocimiento que las personas tienen 
sobre sus diversos tipos de conocimientos o acerca de la propia 
actividad cognitiva).

Hipótesis 6. 	 Podría resultar beneficioso implicar a los estudiantes en su 
propio aprendizaje mediante la explicitación de reglas de con-
trol (que incluyen planificar, seleccionar metas y sub metas y 
monitorización durante el proceso de resolución de problemas) 
y también educación sobre epistemología.

Tanto en estas hipótesis de trabajo acerca de las condiciones para lograr 
un aprendizaje significativo, como en las consideraciones que hemos recogido 
acerca del diseño de un entorno de trabajo matemáticamente relevante, encon-
tramos dos aspectos clave. Por una parte, la necesidad de involucrar a los estu-
diantes en la resolución de situaciones problemáticas; y por otra, la necesidad 
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de potenciar la comunicación en el aula. Respecto al primero de los aspectos, 
una aportación teórica se encuentra en el Aprendizaje Basado en Problemas 
(ABP), que constituye una metodología ampliamente investigada en la que los 
problemas se utilizan como punto de partida para la adquisición e integración 
de los nuevos conocimientos. 

Respecto al segundo aspecto clave, optimizar la comunicación en el aula 
significa ofrecer, sistemáticamente, oportunidades para discutir ideas involu-
crando a los estudiantes en discusiones tanto en pequeños grupos como en la 
clase completa. Respecto a la búsqueda de recursos tecnológicos que faciliten 
la comunicación en el aula, los Classroom Response System (CRS) están inves-
tigándose desde hace 40 años por su potencial para mejorar la comunicación 
entre el profesor y los estudiantes (Deal, 2007). Un CRS es un sistema informá-
tico capaz de recoger, en tiempo real en el aula, las respuestas de todos los 
estudiantes a una pregunta formulada por el profesor. La tecnología CRS actual 
permite que cada estudiante seleccione una respuesta de entre las propuestas, 
pulsando una tecla de un pequeño dispositivo transmisor personal (clicker). 

En el segundo apartado se discutirá la investigación actual acerca del uso 
de los CRS en la enseñanza de las Matemáticas, mientras que el fundamento 
del ABP y su potencial para la enseñanza se presentarán en el tercer apartado. 
Se mostrará cómo el ABP está estrechamente conectado con las citadas hipóte-
sis de Robert. De este modo, el ABP puede adoptarse como una concreción de 
dichas hipótesis en actividades de aprendizaje. En este contexto, el CRS puede 
asumir el papel de instrumento con el que hacer fluir la comunicación en el 
aula a lo largo del proceso.

Tras exponer la citada fundamentación teórica, el cuarto apartado muestra 
un resumen de la investigación acerca de los tópicos de Cálculo en los que 
se ha centrado el trabajo (estudio local e integral de Riemann de funciones de 
una variable real). Dicha investigación ha proporcionado criterios adicionales a 
tomar en consideración para el diseño de la propuesta alternativa de enseñan-
za. Por ejemplo, la descripción de las diversas dificultades de aprendizaje que 
recoge la investigación se ha utilizado para elaborar actividades destinadas a 
superarlas. 

En el quinto apartado se explica el modo en que se han usado todos crite-
rios presentados para diseñar una propuesta alternativa de enseñanza. En el 
sexto apartado se explica qué resultados se han obtenido desde tres ópticas 
diferentes. En primer lugar, su capacidad para generar participación y debate en 
el aula; en segundo lugar, la valoración de los estudiantes hacia la enseñanza 



68	 Educación Matemática, vol. 25, núm. 1, abril de 2013

Una propuesta de uso de un Classroom Response System …

recibida; y en tercer lugar, el aprendizaje que se ha logrado. Se mostrará cómo 
la propuesta parece dar lugar a resultados positivos desde esos tres puntos de 
vista, y se apunta que la metodología descrita es muy general y podría explo-
tarse para la enseñanza y el aprendizaje de otras disciplinas diferentes a las 
Matemáticas.

En este trabajo se presenta una posible propuesta de enseñanza que, en 
definitiva, ha buscado contrastar la hipótesis de que el ABP/CRS puede servir de 
soporte para un entorno de trabajo matemático en el aula que recoja los aspec-
tos metodológicos que se han descrito, y que genere tanto una actitud positiva 
en el alumnado, como una mejora en el aprendizaje del Cálculo. La investiga-
ción fue llevada a cabo durante el curso 2010-2011 en la Escuela Politécnica 
de San Sebastián, centro de la Universidad del País Vasco (España).

Finalmente, indicar que este estudio completa el trabajo previo de Barragués, 
Morais, Manterola y Guisasola (2011), en el cual se habían discutido los resulta-
dos de algunas cuestiones conceptuales adicionales y se apuntaba el potencial 
de los CRS en la enseñanza de las Matemáticas.

INVESTIGACIÓN ACERCA DEL USO DE LOS CRS  
EN LA ENSEÑANZA DE LAS MATEMÁTICAS

Actualmente se está llevando a cabo una amplia investigación acerca del uso 
de los CRS en educación superior. Así, Bruff (2010) recoge una bibliografía 
continuamente actualizada sobre la investigación en disciplinas específicas, 
revisiones bibliográficas, estudios acerca de las percepciones de los estudiantes 
y comparación entre los diversos fabricantes de sistemas CRS. Banks (2009) 
resume muchos estudios en Matemáticas, Química y Humanidades que infor-
man de resultados positivos obtenidos en el aula universitaria en relación con 
la participación activa y el interés de los estudiantes, mejora en la comprensión, 
fomento de la discusión y la interactividad, ayuda a los estudiantes a medir su 
propio nivel de comprensión, toma de conciencia por parte del profesor acerca 
de las dificultades de los estudiantes, trabajo fuera del aula y mejora de las 
cuestiones que se formulan.

Encontramos propuestas metodológicas que incluyen algunos de los aspec-
tos mencionados, por ejemplo, en el área de Física, en la enseñanza denomina-
da Peer Instruction (Mazur, 1997; Crouch y Mazur, 2001). Un entorno de trabajo 
CRS con un enfoque constructivista puede estimular a los estudiantes a conje-
turar, razonar, argumentar, justificar, explorar el significado de los conceptos y 
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compartir el nuevo conocimiento con sus compañeros, guiados por el profesor. 
Como indica Duschl (2000), el reto es diseñar secuencias de enseñanza y 
entornos de aprendizaje que ayuden a los estudiantes a sentirse parte de una 
comunidad epistémica.

Para diseñar las estrategias de enseñanza y aprendizaje utilizando un CRS, 
se deseaba evitar sugerencias anecdóticas o específicas para cierta disciplina. 
En vez de ello, se buscaban evidencias de un uso eficiente de los CRS basadas 
en la investigación. Seguidamente, se resumen algunos hallazgos significativos 
que aparecen en la investigación reciente acerca del uso efectivo de los CRS. 

Keller, Finkelstein, Perkins, Pollock, Turpen y Dubson (2007) realizan un 
amplio trabajo que involucra a más de diez mil estudiantes, sobre las prácticas 
pedagógicas de los profesores y las actitudes y creencias de los estudiantes 
acerca del uso de los clickers en la Universidad. Estos autores muestran correla-
ciones entre las percepciones de los estudiantes acerca del clicker y los modos 
en que esta herramienta educativa ha sido usada por el profesor. Los datos 
permiten identificar diversas prácticas que dan lugar a resultados positivos al 
integrar el clicker en el aula. En primer lugar, se debe alentar a los estudiantes a 
discutir con sus compañeros durante las sesiones con el clicker y crear el entor-
no adecuado para que esta discusión pueda darse. Y en segundo lugar, debe 
utilizarse el clicker con preguntas conceptuales adecuadas al nivel de conoci-
miento de la mayoría de los estudiantes. Las actitudes de los universitarios están 
fuertemente influidas por la medida en que el profesor logra esta discusión 
entre pares. Muestran una actitud mucho más positiva hacia la utilidad de los 
clickers si el profesor estimula esta discusión y es capaz de involucrar en ella a 
una gran parte de la clase, en oposición a una clase en la que los jóvenes traba-
jen de forma aislada o se muestren pasivos. Adicionalmente, encuentran que las 
preguntas de tipo conceptual son más interesantes que otro tipo de preguntas, 
como pueden ser aquellas acerca de hechos o de aplicación de fórmulas. 

Abrahamson (2009) da cuenta del impacto que las innovaciones de Mazur 
han tenido en la enseñanza de la Física en Harvard, basadas en la citada Peer 
Instruction (PI). Una sesión de clase PI se divide en una serie de presentaciones 
cortas, cada una de las cuales se enfoca hacia un punto central, seguidas de 
preguntas conceptuales relacionadas (a las que llama ConcepTests). Los estu-
diantes tienen uno o dos minutos para formular individualmente sus respuestas 
y comunicarlas. Luego, cada uno discute sus respuestas con los compañeros 
próximos, intentando convencerles de que la propia respuesta es la correcta. 
Durante la discusión, que típicamente dura entre dos y cuatro minutos, el 
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profesor se mueve por la clase, escuchando las intervenciones. Finalmente, los 
estudiantes dan una nueva respuesta (que puede haber cambiado) y el profesor 
explica la solución, pasando a un nuevo tema. 

Respecto al modo de construir los ConcepTests, algunas sugerencias 
recogidas en la bibliografía son las siguientes (Duncan, 2005). Deben tener un 
objetivo concreto (mostrar conocimientos, mostrar preconcepciones, sintetizar o 
exponer conclusiones, establecer relaciones entre dos conceptos, etc.); deben 
constituir un desafío para los estudiantes, no ser fáciles; pueden ser multifacto-
riales (tener en cuenta diversos factores para contestarla); pueden secuenciarse 
varias preguntas para abordar algún tema de cierta complejidad; pueden 
improvisarse preguntas formuladas por algún alumno.

Respecto al uso de sistemas CRS en la enseñanza universitaria de 
Matemáticas, Miller, Santana-Vega y Terrell (2006) adaptan el Peer Instruction 
a la enseñanza de Cálculo y discuten los resultados que obtienen. Los datos 
sugieren que el uso del PI junto a lo que ellos llaman Good Questions, puede 
beneficiar al estudiante en cuanto al nivel de comprensión matemática. Estos 
autores identifican las características de las Good Questions: deben estimular 
el interés y la curiosidad de los estudiantes; ayudarlos a hacer visible su falta 
de comprensión; ofrecerles frecuentes oportunidades para hacer conjeturas y 
argumentar acerca de su validez; emplear su conocimiento previo y sus con-
cepciones erróneas; proporcionar al profesor una medición frecuente de lo que 
los estudiantes están aprendiendo; dar soporte al esfuerzo del profesor para 
promover un entorno de aprendizaje activo.

D’Inverno, Davis y White (2003) describen la introducción de un CRS en una 
gran clase de Matemáticas en Ingeniería, diseñada para promover una mayor 
interacción con el estudiante. Una de sus conclusiones es que el CRS es una 
potente herramienta con la que explorar ideas innovadoras en la enseñanza 
matemática. King y Robinson (2009) muestran cómo los CRS pueden producir 
resultados positivos en las condiciones usuales de enseñanza universitaria: 
clases amplias, alumnado pasivo, falta de interacción.

EL APRENDIZAJE BASADO EN PROBLEMAS (ABP)

Para Barrows (1986), el ABP es un método de aprendizaje basado en el principio 
de usar problemas como punto de partida para la adquisición e integración 
de los nuevos conocimientos. Como indican Pease y Kuhn (2011), desde su 
aparición en los años sesenta del siglo XX, el ABP ha evolucionado hacia una 
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diversidad de formulaciones que se han implementado en diferentes campos. 
A pesar de esta diversidad, existe acuerdo en que la característica fundamental 
del ABP es la contextualización del aprendizaje en un problema que se presenta 
a los estudiantes, sin que estos hayan recibido antes una preparación acerca 
del objeto concreto de estudio. Trabajando típicamente en pequeños grupos, los 
estudiantes identifican lo que deben aprender para resolver o para comprender 
mejor el problema, comparten ideas y proponen diversas soluciones. 

Se considera que las características fundamentales del ABP tienen su base 
teórica en la Psicología Cognitiva, concretamente en el constructivismo. Estas 
características son las siguientes (Barrows, 1986; Manzanares, 2008):

El aprendizaje está centrado en el alumno.a.	
El aprendizaje se produce en pequeños grupos.b.	
Los profesores son facilitadores o guías del proceso.c.	
Los problemas son el foco de organización y estímulo para el aprendizaje.d.	
Los problemas son un vehículo para el desarrollo de habilidades en la e.	
resolución de problemas.
La nueva información se adquiere a través del aprendizaje autodirigido.f.	

Se ha indicado en qué consiste el ABP y cuáles son sus elementos esen-
ciales. Sin embargo, la cuestión que más nos interesa es el efecto que el ABP 
puede producir, esto es, por qué utilizar el ABP como estrategia de enseñanza. 
A este respecto, Manzanares (2008) indica que, lejos de un planteamiento que 
promueva el conocimiento receptivo, descontextualizado o exento de procesos 
metacognitivos, el ABP promueve la utilización práctica del conocimiento y la 
toma de conciencia acerca de cómo se está aprendiendo (habilidades de auto-
monitoreo). Barrel (1999) señala algunas razones, basadas en la investigación, 
que ponen en valor el ABP como estrategia de enseñanza y aprendizaje:

El procesamiento de la información en los niveles superiores, el pensa-•	
miento crítico, las estrategias de búsqueda y la reflexión sobre la práctica, 
tal y como se da en la resolución de situaciones problemáticas, conducen 
a una compresión más profunda (Perkins, Simmons y Tishman, 1990).
Algunas metas consideradas centrales de la educación son promovidas •	
por el ABP: la retención, la compresión y aplicación de la información, los 
conceptos, las ideas, los principios y las habilidades (Perkins et al., 1990).
Mediante experimentos controlados se ha contrastado que los estudian-•	
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tes que utilizaron el ABP en clase obtuvieron tanta o más información 
que los estudiantes en clases tradicionales, pero mostraron un incremen-
to significativo en el uso de estrategias para la resolución de problemas 
(Stepien, 1993).

Por otra parte, el citado conjunto de características (a)-(f) del ABP es compa-
tible y tiene múltiples conexiones con las hipótesis de Robert (1987) acerca del 
aprendizaje matemático que se recogen en el apartado 1. Por ejemplo, el ABP 
busca la participación colaborativa del estudiante (características (a) y (b)), y las 
hipótesis 1 y 5 señalan el papel de la comunicación en el aprendizaje; el ABP 
establece el papel del profesor como facilitador (característica (c)), mientras que 
la hipótesis 2 implica al apoyo de un par o del profesor; el ABP focaliza el trabajo 
en problemas (características (d) y (e)), lo cual aparece explícitamente en las 
hipótesis 1, 4 y 6; el ABP propone la identificación, por parte del estudiante, de 
sus necesidades de aprendizaje (características (a) y (f)), mientras que la hipótesis 
6 hace referencia a la metacognición. Así pues, una posible forma de utilizar las 
hipótesis de Robert consiste en adoptar un Aprendizaje Basado en Problemas.

La Figura 1 muestra jerárquicamente los tres fundamentos de las estrategias 
de enseñanza diseñadas en este trabajo. Las seis hipótesis de Robert se han 
considerado pilar básico, mientras que el modelo ABP se adopta como una 
implementación factible de dichas hipótesis; esto es, como concreción en activi-
dades atendiendo a las condiciones reales de docencia: perfil de los estudiantes, 
amplitud del temario y recursos disponibles. El CRS se adopta como instrumento 
con el que hacer fluir la comunicación en el aula a lo largo del proceso. Si bien 
el CRS asume un importante papel al facilitar la comunicación dentro del aula, 
creemos que el potencial de estos sistemas no se explota en toda su dimensión 
fuera de un modelo en el que la búsqueda de soluciones a problemas y la 
reflexión del estudiante sean la auténtica pieza la clave.

Hipótesis acerca del  
aprendizaje matemático

ABP

CRS

  
Figura 1.  Fundamentación de las estrategias de enseñanza
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INVESTIGACIÓN SOBRE LA ENSEÑANZA Y EL APRENDIZAJE DEL CÁLCULO

Bingolbali y Monaghan (2008) encuentran que en la historia de la Educación 
Matemática los estudios acerca del aprendizaje de las ideas de Cálculo son 
comparativamente recientes, y que en los años ochenta se produjo un boom de 
artículos de investigación. Estos trabajos se dedicaron a la comprensión de los 
conceptos de límite, infinitésimo, derivación e integración, ecuaciones diferen-
ciales y representación gráfica, entre otros. En los años noventa emergieron los 
trabajos que adoptaron lo que puede llamarse “teorías sociales de aprendizaje”, 
en los que la cultura, los aspectos institucionales y sociales o las identidades 
son también objeto de investigación. 

Los estudios de cognición llevados a cabo hasta los primeros años de la déca-
da de los noventa revelaron que el aprendizaje del Cálculo es un objetivo muy 
difícil de lograr; que existen múltiples puntos de vista para abordar el problema; 
que los estudiantes generan muchas interpretaciones inesperadas y que los grá-
ficos por computador y otros software pueden ayudar a transformar la enseñanza 
y el aprendizaje desde una orientación procedimental hacia una orientación más 
conceptual. A pesar de los resultados de la investigación, el Cálculo es tradicio-
nalmente enseñado por transmisión de contenidos y procedimientos presentados 
al estudiante (Franke et al., 2007; Yerushalmy y Swidan, 2012).

Existe también una amplia investigación que cuestiona este modelo tradicio-
nal de enseñanza y muestra su escasa efectividad para lograr un aprendizaje 
comprensivo y para generar actitudes favorables en los estudiantes (Moise, 
1984; Anderson y Loftsgaarden, 1987; Peterson, 1987; Rogalski, 1990; Tall, 1996; 
Guershon y Trgalová, 1996). Yerushalmy y Swidan (2012) añaden que el Cálculo 
involucra conceptos matemáticos avanzados que requieren la reconstrucción de 
objetos abstractos, la apropiación de símbolos y sus representaciones mentales. 
El resultado de esta enseñanza tradicional, como indica Moise (1984) es que, 
para la mayoría de los estudiantes, el Cálculo no es sino un repertorio de patro-
nes de actuación que deben imitarse. Rogalski (1990) señala que los estudian-
tes universitarios actuales solo esperan que las Matemáticas les proporcionen 
métodos de resolución listos para ser usados; no buscan profundizar en los 
conceptos que están aprendiendo. Pero, como indican Anderson y Loftsgaarden 
(1987) y Peterson (1987), la dura dieta de ejercicios procedimentales produce 
tasas de fallo de entre 30 y 50%.

En resumen, siguen estando vigentes las palabras de Skemp (1971), cuando 
señala que los estudiantes están aprendiendo solo el producto del pensamiento 
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matemático, en vez del proceso de pensamiento matemático. El método tradi-
cional de enseñanza intenta inculcar en los estudiantes universitarios rigurosos 
estándares de demostración matemática, pero a menudo es interpretado por 
ellos como un ejercicio memorístico solo necesario para superar los exámenes. 
Y todo esto sigue ocurriendo en las aulas, a pesar de la amplia investigación 
en Educación Matemática, que no solo ha señalado las carencias de la ense-
ñanza tradicional, sino que también ha desarrollado modelos alternativos de 
enseñanza que pueden dar lugar a mejoras significativas en el aprendizaje y 
en las actitudes de los estudiantes hacia las Matemáticas.

En esta experiencia se ha implementado una enseñanza de Cálculo alternati-
va a la tradicional, elaborando actividades basadas en el ABP y adoptando un CRS 
para mejorar la comunicación en el aula. También se han tomado en considera-
ción para el diseño de las actividades algunas de las dificultades de aprendizaje 
que han sido caracterizadas por la investigación y las propuestas de enseñanza 
que se han formulado. Enseguida se describen algunas de ellas.

El concepto de función fue concebido inicialmente por Leibniz en el siglo 
XVII para describir una variable y cuyo valor depende de otra variable x, a través 
de una relación explícita como y = x2. Es en el siglo XIX cuando se introduce la 
formulación más general y = f (x). Desde el comienzo, el concepto de función se 
enlazó con su representación gráfica, esto es, con el conjunto de puntos (x,f (x)) 
del plano cartesiano. Sin embargo, en el siglo XX la idea de gráfico de una 
función lleva a considerar una definición conjuntista, donde la función puede 
ser ahora cualquier conjunto G de pares ordenados G = (x,y) / x ∈ A, y ∈ B  
tales que si (x, y 1), (x, y 2) ∈ G, entonces y1= y 2. Sin embargo, Sierpinska (1992) 
indica que esta visión plantea dificultades conceptuales. Si el estudiante ha tra-
bajado únicamente con funciones en términos de fórmulas y computación, es 
previsible que tenga dificultad para aceptar la citada definición conjuntista, que 
no involucra tales elementos. Como indica Tall (1996), la definición conjuntista 
es muy satisfactoria en la formulación sistemática de las Matemáticas, pero no 
lo es cuando trata de adoptarse para propósitos educativos, tal y como se llevó 
a cabo en el currículo de la llamada Matemática Moderna de los años sesenta. 
Vinner (1983) añade que, incluso los estudiantes que son capaces de manejar 
la definición conjuntista de función, usan preferentemente sus imágenes intuiti-
vas al resolver cuestiones acerca de funciones. Vinner (1983) también encuentra 
que muchos estudiantes piensan que una función debe venir dada por una 
única fórmula o, si está definida mediante dos reglas, los subdominios deben 
ser intervalos. Barnes (1988) y Ferrini-Mundi y Graham (1994) describen diversas 
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concepciones erróneas adicionales: no interpretar la expresión y=4 como una 
función porque “no aparece la variable x en su fórmula”; esperar siempre que la 
gráfica corresponda a un tipo conocido de función (parábolica, trigonométrica, 
exponencial, etcétera).

El concepto de límite, que da acceso a los conceptos fundamentales de cálcu-
lo es también fuente de dificultades cognitivas. El propio lenguaje utilizado, con 
términos como ‘tiende a’, ‘se aproxima’, ‘tiene límite’, sugiere que la expresión se 
aproxima al límite pero que nunca lo alcanza (Scharzengerger y Tall, 1978). Los 
estudiantes no conciben el límite como un valor específico, sino como un proceso 
de aproximación potencialmente infinito en el que una cantidad se hace tan 
próxima a cierto valor como se desee. Sierpinska (1985) indica que la caracteri-
zación  de la continuidad puede resultar para los alumnos una formulación 
desconectada de la intuición física, si el punto de partida es su expresión formal, 
lo que Guershon y Trgalová (1996: 695) llaman “formalismo y rigor prematuros”. 

Respecto a los conceptos relacionados con el concepto de integral de fun-
ciones de una variable real, Blomhøj y Kjelden (2010: 574) encuentran que, 
para muchos estudiantes, la conceptualización de la integral se reduce a la 
instrumental y limitada operación de búsqueda de primitivas y a su interpreta-
ción como “área bajo la curva”. Mundy (1984) y Orton (1983) explican que los 
estudiantes identifican la integral con la regla de Barrow. incluso cuando tal 
regla no puede aplicarse. Por ejemplo, muchos estudiantes son incapaces de 
explicar por qué es incorrecto aplicar la regla de Barrow a la función f (x)=x-2 en 
el intervalo [-1,1]. El estudiante puede conocer distintos métodos de integración, 
pero no ser capaz de aplicarlos para la resolución de problemas. Además, una 
gran parte de los estudiantes identifica “integral” con “primitiva”, sin apreciar 
ningún proceso de convergencia. El proceso de integración puede visualizarse 
mediante sucesivas aproximaciones utilizando sumas superiores e inferiores. Sin 
embargo, este proceso tiene dificultades cognitivas. Schneider (1993) informa 
que algunos estudiantes piensan que, mientras los rectángulos tengan base dis-
tinta de cero, la suma de las áreas nunca será igual al área bajo la curva y que 
cuando la base es igual a cero, los rectángulos se reducen a líneas y sus áreas 
son iguales a 0. Tras estas interpretaciones erróneas se encuentran las dificul-
tades que encierra el concepto de convergencia de una sucesión numérica. 
Robert (1982), Sierpinska (1985) y Artigue (1995) señalan la importancia teórica 
de la caracterización -N de la convergencia hacia L de una sucesión {sn} pero, 
al mismo tiempo, describen las dificultades de los estudiantes para manejar los 
cuantificadores en la definición formal, para relacionar esta definición con la 
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concepción intuitiva “cuanto mayor sea el valor de n, más próximo estará sn de 
L” y para aplicarla a situaciones reales. Robert (1982) sugiere realizar actividades 
que hagan uso simultáneo de una representación gráfica y numérica de las 
sucesiones, que los estudiantes puedan cambiar dinámicamente, y la estima-
ción del límite a partir de dichas representaciones.

DISEÑO DE LA PROPUESTA DE ABP-CRS

Se ha buscado diseñar estrategias ABP-CRS que constituyan una respuesta 
cuando en Educación Matemática se reclaman vías, factibles en la realidad 
universitaria, para lograr que los estudiantes participen en actividades de reela-
boración del conocimiento matemático. Por ejemplo, Burn (2002: 33) y Thomas 
y Holton (2003: 353) sostienen que:

El proceso de resolución de problemas, ganando en sutileza y poder de penetración y cons-

truyendo generalizaciones, es la forma de crecimiento de las Matemáticas. No obstante, usual-

mente no puede esperarse que los estudiantes recreen un proceso genético sin soporte. Los 

profesores necesitan encontrar vías para que sus estudiantes puedan llevarlo a cabo, en vez 

de presentarlo de forma deductiva o como producto formal. Los profesores también necesitan 

encontrar modos para lograr que los estudiantes se involucren en su propia comprensión de 

los productos matemáticos. 

En sentido similar, respecto a las escasas oportunidades que se ofrecen a 
los estudiantes para involucrarse en situaciones realistas y complejas, Lesh y 
Zawojewski (2007: 783) critican la perspectiva tradicional de resolución de pro-
blemas en los siguientes términos: 

Solo en las últimas etapas de la instrucción los estudiantes son involucrados en la resolución 

de situaciones realistas complejas (si el tiempo lo permite). En la perspectiva tradicional de 

resolución de problemas, los problemas aplicados (que requieren modelización) constituyen 

una pequeña fracción de las experiencias en las que se involucra al estudiante. 

Esta idea también es señalada por Gainsburg (2003), cuando en su estu-
dio del trabajo que realizan los ingenieros, concluye que el uso de muchos 
tópicos matemáticos (de Geometría, Álgebra, Probabilidad, etc.) se realiza en la 
práctica de un modo diferente al modo formal que aparece en las clases de 
Matemáticas. Los ingenieros utilizan las Matemáticas para describir e interpretar 
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situaciones, pero encuentran dificultades para identificar, en el contexto de su 
trabajo, las Matemáticas que aprendieron, concluye este autor.

Se ha indicado que el ABP abarca una diversidad de esquemas concretos de 
instrucción. Respecto al grado en que se promueve el aprendizaje autodirigido, 
el esquema ABP puede plantear una investigación de problemas dirigida por el 
docente; o codirigida por el docente y por los alumnos; o bien dirigida exclusi-
vamente por los alumnos (Morales y Landa, 2004). Dadas las características de 
los estudiantes a los que hemos destinado la experiencia (cuyas habilidades de 
organización, trabajo en equipo y responsabilidad se encuentran en construc-
ción) y del contexto de trabajo (clases muy numerosas, amplios temarios), se ha 
optado por la primera de las posibilidades, esto es, los docentes conducen la 
investigación de problemas, proporcionan bibliografía y desarrollan actividades 
que les permitan garantizar que los alumnos están desarrollando el conoci-
miento necesario.

Enseguida se describen las estrategias ABP-CRS que se han utilizado en esta 
experiencia para el módulo de Cálculo correspondiente al estudio local y cálculo 
integral de funciones reales de una variable real. Indicar, en primer lugar, que las 
clases tradicionales de exposición de materia han desaparecido completamente. 
En lugar de ello, se avanza en la reconstrucción del marco teórico de Cálculo a 
través de la resolución de cuestiones propuestas a los estudiantes, bien sea de 
forma individual o en equipo. El apartado "Resultados acerca de la participación 
y el debate en el aula" muestra algunos ejemplos de cuestiones. La tabla 1 
categoriza los diferentes tipos de cuestiones propuestas. La cuestión puede con-
sistir en la aplicación de un algoritmo (categoría C1). También puede servir para 
mostrar la necesidad de introducir un nuevo concepto o procedimiento (categoría 
C2). Una vez construido un concepto, la cuestión puede tener como objetivo 
profundizar en su significado o utilidad (categoría C3). Finalmente, puede tratarse 
de una cuestión que haga visible alguna dificultad de aprendizaje (categoría C4). 
Naturalmente, una misma cuestión puede pertenecer a varias categorías.

Tabla 1.  Tipología de cuestiones propuestas

Categoría Objetivo

C1
Cuestión de aplicación de algoritmos, acerca de hechos matemáticos, definiciones, de 
aplicación inmediata, etcétera.

C2 Problema que muestra la necesidad de construir un nuevo concepto o procedimiento.
C3 Cuestión destinada a profundizar en los significados de algún concepto ya introducido.
C4 Cuestión destinada a trabajar sobre determinada dificultad de aprendizaje.
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Una clase típica de 50 minutos empleando el ABP-CRS se desarrolla del 
siguiente modo. Los primeros 3-7 minutos se utilizan en revisar la tarea no 
presencial, previa a la clase, que los estudiantes han realizado. Esta tarea pro-
puesta consiste en un primer estudio en el libro de trabajo de Barragués, Arrieta 
y Manterola (2010) de los aspectos que se van a trabajar en clase, y en la 
realización de ejercicios-tipo, que también constituye un objetivo de enseñanza. 
Los estudiantes deben responder mediante sus clickers de forma individual a 
2-3 preguntas de elección múltiple, y obtienen una puntuación por responder 
correctamente. Tras cada pregunta, se proporciona inmediato feedback a los 
estudiantes. Las preguntas formuladas en esta sección de la clase no son gene-
ralmente difíciles, acerca de hechos matemáticos, definiciones o de aplicación 
de algoritmos (cuestiones de la categoría C1).

A lo largo de los siguientes 5-10 minutos de la clase el profesor repasa los 
aspectos que los alumnos han estudiado previamente, señala sus relaciones 
con otros conceptos, las interpretaciones, las aplicaciones prácticas, etc. Los 
siguientes 25-35 minutos de la clase se dedican al trabajo con ConcepTests 
acerca de los aspectos que se están estudiando en la sesión. Estos tienen como 
objetivo involucrar a los estudiantes en problemas que requieren la aplicación 
de conceptos clave (categorías C1), que ponen en tensión su grado de apren-
dizaje (categoría C3), hacen visible alguna de las dificultades de aprendizaje o 
concepciones erróneas descritas en la investigación (categoría C4) o que reve-
lan la necesidad de introducir un nuevo concepto (categoría C2). La información 
obtenida en este proceso, que se recoge y analiza sistemáticamente mediante 
un protocolo, ha servido también al profesor para orientar la enseñanza poste-
rior, para decidir si debe invertirse más tiempo en explorar una idea, modificar la 
secuencia de enseñanza planeada o mejorar los enunciados de las cuestiones. 
Una vez que el profesor dispone de la distribución de respuestas obtenida, tiene 
una oportunidad para provocar la discusión en grupos y formular de nuevo la 
pregunta a fin de analizar de qué modo la discusión ha hecho cambiar las 
respuestas; puede pedir a un estudiante que explique por qué ha cambiado su 
respuesta, etc. En general, los estudiantes están obligados a defender sus res-
puestas, tratando de evitar las introducidas sin reflexión o al azar.

Las preguntas conceptuales se han planteado esta experiencia bajo diver-
sos formatos. Una primera posibilidad consiste en pedir a cada estudiante que 
reflexione acerca de la situación presentada, que seleccione una respuesta de 
entre las propuestas y que esté dispuesto a justificar y defender tal respuesta 
en un debate general de aula. Pero el profesor puede también optar por una 
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discusión en pequeño grupo de estudiantes y la posterior discusión en la clase 
completa, donde hay oportunidad para enfrentar los distintos argumentos. La 
distribución de respuestas de la clase, en forma de histograma, muestra al 
profesor si los estudiantes han comprendido la situación o bien si es necesaria 
una nueva discusión o ejemplos adicionales. A diferencia de la práctica común 
en una enseñanza tradicional de formular preguntas informalmente a lo largo 
de la sesión, lo cual típicamente involucra solamente a unos pocos estudiantes 
motivados, ahora se utiliza un proceso estructurado de preguntas que requiere 
la participación de la totalidad de la clase. En general, el formato que el profesor 
ha utilizado para trabajar en el aula con cada cuestión conceptual planteada, 
depende de los conceptos y procedimientos involucrados y de su complejidad. 
Por ejemplo, cuando la cuestión buscaba hacer visible determinada concepción 
errónea, si era necesario, el profesor orientaba en este sentido las discusiones. 
No obstante, el feedback que proporciona el CRS a menudo aconseja un cambio 
de estrategia respecto a lo inicialmente planeado por el profesor. 

Tras la sesión de trabajo con ConcepTests, el profesor dedica los minutos fina-
les de la clase a presentar una situación problemática que justifica la introducción 
de los nuevos conceptos que serán objeto de estudio en la siguiente clase. A 
continuación explicita la tarea no presencial previa a la clase que los estudiantes 
deberán realizar. Esta tarea puede consistir en un estudio de contenido teórico, la 
realización de ejercicios u otras actividades. A este respecto, es necesario añadir 
algún dato acerca del material de estudio que se proporciona a los estudiantes 
para soportar su trabajo no presencial. Este material viene recogido en un libro de 
trabajo, más un soporte interactivo en Moodle (Barragués et al., 2010), que constitu-
yen un programa de actividades que puede realizarse individualmente o en equi-
po, donde el marco teórico del Cálculo se construye avanzando en la resolución de 
situaciones problemáticas. Cada apartado comienza con el planteamiento de un 
problema que no puede resolverse mediante el marco teórico que se conoce hasta 
ese momento, de modo que se hace necesario ampliar dicho marco. Cada nuevo 
concepto no se presenta inicialmente de modo formal, sino que se reconstruye. 
Este proceso de reconstrucción consiste en lo siguiente: tomando como punto de 
partida el problema, se producen acercamientos sucesivos a un nivel intuitivo, 
conectando las nuevas ideas que van apareciendo con las ideas matemáticas que 
han sido ya desarrolladas, para finalmente llegar a la conceptualización formal del 
nuevo concepto y a su utilización para resolver el problema que lo ha motivado. 
Antes de obtener la expresión formal del nuevo concepto, los estudiantes han rea-
lizado actividades destinadas a dotarlo de significado y a mostrar su utilidad.
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Un aspecto adicional que es necesario citar en esta descripción de las 
estrategias generales ABP-CRS usadas es el modo en que se ha integrado el 
computador en el trabajo. En nuestras estrategias de enseñanza se ha buscado 
ampliar la experiencia matemática de los estudiantes orientándola desde su 
actual concepción deductiva y algebraica hacia una concepción inductiva y 
empírica (Balacheff y Kaput, 1996), hacia el propio origen y construcción del 
conocimiento matemático, lo que Balacheff y Kaput llaman penetración episte-
mológica. Y en este objetivo, las tareas a realizar con computador han sido pieza 
clave. Se ha utilizado el software Winplot (Parris, 2011), programa que incorpora 
la mayoría de las posibilidades numéricas y gráficas que se consideran útiles 
para explorar el concepto de función (Tall, 1996): objetos gráficos (gráficas de 
funciones en forma explícita, implícita, polar, paramétrica, tabular, sucesión, 
recursión, puntos, segmentos, etc.) y un amplio inventario de operaciones sobre 
tales objetos (intersección, reflexión, traslación, giro, zoom, derivación e integra-
ción numéricas, animación, etc.). De este modo se han diseñado micromundos 
matemáticos (microworlds) en el sentido que describen, por ejemplo, Thompson 
(1987), Hoyles (1993), Balacheff y Shuterland (1994) y Zbiek, Heid y Blume 
(2007), y que constan de:

Un conjunto de objetos primarios, operaciones elementales con ellos y a)	
reglas con las cuales aplicarlas (sistema formal).
Un dominio de fenomenología (la pantalla del ordenador en este caso), b)	
que relaciona los objetos y las acciones, en un feedback que se produce 
como consecuencia de las acciones del usuario.

RESULTADOS

La investigación fue llevada a cabo durante el curso 2010-2011 en la Escuela 
Politécnica de San Sebastián (España), centro que pertenece a la Universidad 
del País Vasco (UPV/EHU). En el estudio participaron 88 estudiantes como grupo 
experimental y 86 estudiantes como grupo de control, ambos formados al azar. 
Todos los participantes tenían el mismo currículo de Ingeniería Industrial y 
habían recibido previamente en su enseñanza secundaria al menos dos cursos 
de Matemáticas que incluían el estudio de funciones reales de una variable 
real. Además, habían superado las pruebas de acceso a la Universidad. Como 
indican Ferguson y Takane (1989), la distribución aleatoria de estudiantes que 
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recibieron la misma educación secundaria es suficiente para asegurar el mismo 
nivel de conocimientos para los diferentes grupos bajo estudio.

El estudio se llevó a cabo para el módulo de la asignatura correspondiente 
al análisis de funciones reales de una variable real, que se impartió a lo largo 
de las primeras 14 semanas del curso, con cuatro horas de clase semanales. 
Este módulo incluye los siguientes temas: números complejos (tres semanas), 
sucesiones numéricas (dos semanas), estudio local de funciones (seis semanas) 
e integral de Riemann (tres semanas). 

El grupo de control recibió una enseñanza universitaria convencional, en 
la que, normalmente, los estudiantes no tuvieron la oportunidad de participar 
de forma activa, limitándose a tomar notas de las explicaciones del profesor. El 
grupo experimental siguió estrategias de enseñanza como las descritas, cen-
tradas en la discusión de la secuencia de actividades propuesta. Uno de los 
autores de este trabajo fue el instructor del grupo experimental de estudiantes, 
mientras que la enseñanza del grupo de control estuvo a cargo de un profesor 
ajeno a la investigación que contaba con amplia experiencia docente.

A continuación se muestran los resultados obtenidos, atendiendo a tres 
criterios diferentes. En primer lugar, la participación y el debate en el aula que 
se ha logrado con la enseñanza propuesta. En segundo lugar, la valoración de 
los estudiantes hacia la enseñanza recibida. En tercer lugar, nos referiremos al 
aprendizaje logrado.

Resultados acerca de la participación y el debate en el aula

Se presentarán aquí algunos ejemplos de cuestiones conceptuales que fueron 
elaboradas, aunque no necesariamente se plantearon a los estudiantes en el 
mismo orden. Se describirán los objetivos que se establecieron para ellas desde 
el marco del ABP, las discusiones que generaron en el aula y los resultados que 
se obtuvieron. Siguiendo a Hughes-Hallet (1991), las cuestiones buscan explo-
rar, equilibradamente, el significado de los conceptos desde una triple óptica: 
gráfica, numérica y analítica. 

El ejemplo 1 es una cuestión algorítmica (categoría C1 de la tabla 1) que 
los estudiantes debían realizar como tarea no presencial. Se trataba de calcular 
el límite de una sucesión numérica y aplicar la definición -N. Se obtuvo 60% 
de respuestas correctas, y la discusión posterior en el aula reveló al profesor la 
dificultad de los estudiantes para entender el propio enunciado, previsible difi-
cultad asociada a la interpretación -N del límite de una sucesión a la que ya 
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nos referimos en el cuarto apartado. Sin embargo, como se verá más adelante, 
habría nuevas oportunidades para profundizar en este significado.

Ejemplo 1. (Límite de una sucesión) Considerar la sucesión convergente 

an  =
n2

2n2+1

cuyo límite es L . Dado el valor de  = 0.00005, calcular el menor valor N tal que 
para todo n>N se tiene 

  an-L  <

Respuestas: A (correcta): N =70; B: N =93; C: N  = 45; D: N =125.

Los ejemplos 2 a 6 son situaciones que han resultado eficientes para generar 
trabajo matemático y discusión en el aula, porque involucraron activamente a 
una gran parte de la clase. La cuestión del ejemplo 2 se pensó para profundizar 
en los significados del concepto de función, y por ello se ha clasificado como 
perteneciente a la categoría C3 (tabla 1). Los estudiantes votaron de forma mayo-
ritaria por la respuesta correcta (80%, respuesta C). En el turno de intervenciones 
mostraron el argumento utilizado: “Cuando x∈(3, 4), el valor de f (x) oscila desde el 
valor f (3)=6 hasta el valor f (4) =5, por tanto h (x) es decreciente”. Sin embargo, el 
profesor deseaba que se hicieran visibles los conceptos y resultados matemáticos 
relacionados, por lo cual propuso la búsqueda de una óptica de análisis más for-
mal. Los estudiantes trabajaron empleando la regla de derivación de la función 
compuesta, determinaron los extremos de h (x) e incluso trazaron aproximada-
mente la gráfica de h (x). Así pues, una situación a la que se podía dar respuesta 
correcta en simples términos geométricos, sirvió para seguir construyendo el 
concepto abstracto de función como un proceso input-output (Dubinsky y Harel, 
1992; Gravemeijer, 1994), para trabajar sobre diferentes niveles de concepción 
de las funciones mediante la discusión de los significados de g(f (x)) y f (g(x)) 
(Guershon y Trgalová, 1996) y para explorar conceptos y resultados matemáticos 
más avanzados (crecimiento, extremos, regla de la cadena). 

Ejemplo 2. (Extremos, crecimiento, regla de la cadena) Considerar las 
funciones f (x) y g (x) que muestra la figura 2. Sea h(x)=g(f (x)). ¿Cuál de las 
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siguientes afirmaciones es cierta? Respuestas: A: h(x) es creciente en (1,2) B: 
h(x) es decreciente en (2,3) C (correcta): h(x) es decreciente en (3,4) D: h(x) es 
decreciente en (4,5)

	 1	 2	 3	 4	 5	 6	 7 	 8 
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Figura 2.  Ilustración del ejemplo 2

La situación del ejemplo 3 es una de las que se han utilizado para traba-
jar con la idea de que el valor de la integral de una función u(v) no siempre 
debe interpretarse como el valor del área de una región plana. Se trata, por 
tanto, de una cuestión destinada a hacer visible y tratar determinada dificultad 
de aprendizaje (categoría C4). Los estudiantes respondieron de forma correcta 
mayoritariamente (B: 10%, C: 25%, D (correcta): 65%). A continuación, el profesor 
abrió un nuevo debate en clase, proponiendo la búsqueda de ejemplos de situa-
ciones reales en las que la función u(v) del enunciado tuviera utilidad práctica, 
e interpretar el valor numérico de la integral de u(v) en un intervalo [a, b]. Por 
ejemplo, uno de los grupos de estudiantes elaboró la situación u= “peso en 
gramos/metro del hilo de cobre que fabrica una máquina”, donde u depende 
del número de horas v∈[a, b] que la máquina lleva funcionando (por suciedad, 
necesidad de ajustes, etcétera).
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Ejemplo 3. (Integral definida) Supongamos que las variables v y u se expre-
san en horas y en gramos/metro respectivamente. En qué unidades se expresa 
el valor de:

∫ u(v)dv

a

b

Respuestas: A: en (hora)2/metro; B: en (gramos/hora)2; C: en (gramos x metro)/
hora; D: (correcta) en (gramos/metro) x hora

Las situaciones de los ejemplos 2 y 3 fueron trabajadas en el aula en peque-
ños grupos de estudiantes, y tras la votación, se entabló la discusión general en 
la que cada grupo justificaba la opción elegida. En cambio, en las situaciones 
de los ejemplos 4 y 5, el profesor decidió pedir a los estudiantes que reflexiona-
ran de forma individual sobre la situación y que votaran por la respuesta que 
creían correcta. Este cambio de estrategia se debió a que estas dos situaciones 
encierran dificultades de aprendizaje (categoría C4) que se harían más visibles 
si los estudiantes respondían sin haber sido previamente influidos por los com-
pañeros. Tras ver el histograma de respuestas, la segunda fase de la estrategia 
utilizada en estas dos cuestiones consistió en que cada estudiante debía discutir 
con algún compañero próximo que discrepara, intentando convencerle de que 
la propia respuesta era la correcta. 

La situación del ejemplo 4 encierra dificultades asociadas al deficiente 
conocimiento de las funciones elementales y al uso no reflexivo de la calcula-
dora. Por ejemplo, para obtener la forma polar Ɵ del número complejo z=-2+2i, 
los estudiantes pueden utilizar la calculadora para evaluar incorrectamente  
Ɵ =arctg(2/-2)=arctg(-1)=- /4. 

La primera votación arrojó el resultado A: 21%, B: 21%, C (correcta): 58%. En 
la segunda votación, se obtuvo un 100% de respuestas correctas y los propios 
estudiantes encontraron ejemplos que mostraban el error. Así pues, parece que 
la discusión entre pares orientó positivamente las respuestas que habían sido 
erróneas. Sin embargo, el resultado de la discusión entre pares no siempre fue 
positivo, como muestra la situación del ejemplo 5. Esta situación se utilizó para 
detectar y tratar un error común en los estudiantes en el manejo de números 
complejos. El error consiste en asumir que la parte imaginaria del número com-
plejo z=x+yi es igual a yi en vez de y. Tras la reflexión individual, la distribución 
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de respuestas que se obtuvieron fue A: 63%, B (correcta): 37%. Tras la discusión 
por pares, el resultado de la votación fue A: 76%, B: 24%. Sorpresivamente, una 
parte de los estudiantes que estaban inicialmente en lo cierto, se dejó convencer 
por estudiantes que estaban equivocados. A nuestro entender, este resultado 
es representativo de la debilidad del aprendizaje en esos primeros intentos de 
utilizar significativamente el concepto, tanto en los estudiantes que estaban 
equivocados en la primera votación, como en aquellos otros que fueron persua-
didos por los primeros. Afortunadamente, la estrategia de enseñanza cuenta con 
una tercera oportunidad para zanjar la cuestión: la discusión general con inter-
vención del profesor, además de otras situaciones posteriores que proporcionan 
nuevas oportunidades para utilizar de forma significativa el concepto.

Ejemplo 4. (Números complejos) Considerar el número complejo z que 
muestra la figura 3. ¿Cuál de las siguientes afirmaciones es cierta? 

Respuestas: A: Ɵ =arctan (y/x); B: Ɵ=2 + arctan (y/x); C (correcta): Ɵ= + 
arctan (y/x).

Y

X

Figura 3.  Ilustración del ejemplo 4

Ejemplo 5. (Números complejos) Para calcular la solución de la ecuación 
Re(z)+Im(z)=i, ¿es correcto el siguiente cálculo? “Sea z=x+yi. Re(z)=x, Im(z)=yi. 
Sustituyendo en la ecuación: x+yi=i. Por tanto x=0, y=1, es decir z=i” 

Respuestas: A: es correcto. B (correcta): No es correcto.
Los ejemplos anteriores muestran situaciones que ponen en tensión el grado 

de comprensión de los conceptos o procedimientos ya introducidos y buscan 
profundizar en sus significados. En cambio, el problema del ejemplo 6 ilustra 
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el modo en que en el programa de actividades, de forma sistemática, se hace 
visible una nueva necesidad de aprendizaje a la que hay que hacer frente, esto 
es, el modo en que se busca siempre la necesidad de introducir cada nuevo 
concepto (cuestiones de la categoría C2). En un primer análisis, en la clase hay 
consenso absoluto, el 100% de los estudiantes asegura que la función represen-
tada en la figura 4(a) es continua en el punto x=5 (respuesta A). En definitiva, 
la gráfica muestra el prototipo de función continua que el profesor ha trazado 
sobre la pizarra en muchas ocasiones. Pero, seguidamente, el profesor ejecuta el 
software de trazado de gráficas de funciones con el que se ha generado la curva, 
y amplía un pequeño fragmento en las cercanías del punto x=5, obteniendo la 
gráfica de la figura 4(b). La sorpresa en el aula se hace patente, al revelarse la 
discontinuidad de la función. ¿Cómo explicar la discrepancia, teniendo en cuen-
ta que se trata de la misma función? Ese es el problema que la clase aborda a 
continuación. La idea a construir es que, a partir de la gráfica de una función, 
no puede deducirse su continuidad, puesto que no se dispone de la expresión 
analítica. Ahora bien, sí puede establecerse su continuidad como hipótesis plau-
sible a partir de la información disponible, y este es el aspecto clave a identificar: 
la necesidad de analizar cualitativamente las situaciones y establecer hipótesis 
(suposiciones) fundamentadas en los datos disponibles (categoría C2). 

Ejemplo 6. (Establecimiento de hipótesis) ¿Es continua en el punto x=5 la fun-
ción cuya gráfica muestra la figura 4(a)? Respuestas: A: La función es continua 
en x=5. B: La función no es continua en x=5. C: (correcta) Falta información.
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Figura 4.  Ilustraciones del ejemplo 6

El ejemplo 7 es otra ilustración del modo en que se utilizan situaciones pro-
blemáticas para construir cada nuevo concepto (categoría C2). En este caso, se 
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trata de introducir la dificultosa caracterización topológica  de la continuidad 
de una función real de variable real. Como indica la investigación, esta caracte-
rización  puede resultar para los alumnos una formulación desconectada de 
la intuición física de continuidad si el punto de partida es su expresión formal. 
Por ello, en el programa de actividades se ha diseñado este problema para dotar 
de significado profundo a la concepción  de la continuidad, y en un contexto 
industrial capaz de interesar al estudiante. 

Ejemplo 7. (Situación problemática utilizada para introducir la caracterización 
 de la continuidad) 
Véase la figura 6. Supongamos que tenemos una máquina alimentada por 

una tensión V, a través de la cual circula cierta intensidad I. Regulando el valor 
de V, tendremos diferentes valores de I, es decir, I=I(V). La tensión de trabajo es 
V=350 voltios, con una intensidad I=12 amperios. Sin embargo, el valor de V no 
siempre toma ese valor, sino que sufre pequeñas fluctuaciones. En un momento 
dado, el valor real de V se encontrará dentro de cierto intervalo (350- ,350+ ), 
donde >0 es un número pequeño y desconocido. Nuestro problema es que 
una fluctuación de V conlleva una oscilación de la intensidad I, y eso puede 
ser perjudicial para nuestra máquina. De este modo, para V∈(350- ,350+ ) se 
tendrá I ∈ (12- ,12+ ), donde >0 es un valor que depende de . Supongamos 
que la máquina solo puede funcionar bien si la intensidad I se encuentra en el 
intervalo 12±10%=(12-1.2,12+1.2)=(10.8,13.2). Es decir, se admite una oscilación 
hasta =1.2 Amperios. Entonces, ¿qué oscilación de tensión V podremos admitir 
de modo que I se encuentre en el intervalo (10.8,13.2)? ¿Y si la oscilación de I 
puede ser solo de 12±5%? Es general, dada una oscilación  alrededor de I=12, 
¿Es seguro que podremos encontrar una oscilación  alrededor de V=350 tal 
que si V∈(350- ,350+ ) entonces I∈(12- ,12+ )?
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12+10%=13.2

12-10%=10.8

12

350- 350 350+ V

I (V)

Figura 5.  Ilustración del ejemplo 7

 La actividad de computador del ejemplo 8 ilustra el tipo de tareas que se ha 
propuesto a los estudiantes, en este caso para completar la actividad del ejem-
plo 7. El micromundo que los estudiantes exploran muestra los objetos primarios 
necesarios (figura 6): la gráfica de y(x), el segmento (a- ,a+ ) sobre el eje OX, el 
segmento (y(a)- ,y(a)+ε) sobre el eje OY y rótulos informativos que se evalúan 
dinámicamente. La figura 6 muestra dos pantallas del micromundo para la fun-
ción de trabajo y(x)=x2 si x 1.8; y(x)=(x-1)3 si x 1.8, para dos valores de x=a,  y 
 ( =D, =E), mostrándose dinámicamente los resultados y cálculos en la pan-

talla. Dado cierto >0, los estudiantes trabajaron activamente manipulando los 
controles del programa (operaciones) y obtuvieron experimentalmente diversos 
valores >0 que verificaban la condición  (feedback). Así, por ejemplo en el 
punto a=1.2 (figura 6(a)) es posible encontrar un valor , a diferencia de lo que 
ocurre en a=1.8 (figura 6(b)), donde la función no es continua. Los estudiantes 
fueron animados a determinar experimentalmente el mayor valor posible de . 
Además, en el apartado 2 se trabajó con la idea de que el valor de δ obtenido 
no solo depende de ε, sino también del punto x=a considerado, es decir, en 
general se tiene ,a). Esta idea sirvió para construir significativamente la 
noción de continuidad uniforme. Los estudiantes encontraron en su exploración 
que, si se restringe el dominio de la función continua y(x) a un intervalo cerrado 
y acotado [x1,x2], entonces existe . Pero, como se hace sistemáticamente a lo 
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largo de nuestro programa de actividades, este concepto de continuidad unifor-
me no se define inicialmente, sino que se reconstruye a partir de una situación 
problemática (categoría C2).

Ejemplo 8. Actividades de computador sobre la caracterización  de la 
continuidad 

1.	 Estudiar si en un punto x=a se verifica la condición ε- de continuidad. Es 
decir, dado , tratar de encontrar  tal que si , entonces 

. Estudiar esta propiedad para otras funciones y(x), en 
diversos puntos x=a. 

2.	 Ahora elegimos otro punto x=b. Para el mismo , ¿nos vale el anterior 
valor de ? Investigar acerca de las condiciones que se pueden establecer 
para que exista un valor de  que no dependa del punto x=a considera-
do, sino que dependa solamente de .

(a)

a = 1.200 D = 0.200
L = 1.44 E = 0.650
y(a-D) = 1.000 y(a+D) = 1.960
(a-D,a+D) = (1.000, 1.400)
(L-E,L+E) = (0.790,2.090)

	 0.6 	 1.2 	 1.8 	 2.4

5

4

3

2

1

(b)

a= 1.800 D= 0.280
L= 1.440 E= 0.450
y(a-D)=2.310 y(a+D)= 1.260
(a-D,a+D)= (1.520,2.080)
(L-E,L+E)= (0.990,1.890)

	 0.6 	 1.2 	 1.8 	 2.4

5

4

3

2

1

Figura 6.  Ilustración del ejemplo 8

Otro de los conceptos importantes que encierra múltiples dificultades de 
aprendizaje es el de convergencia de una sucesión numérica. Como se indicó 
en el cuarto apartado, la investigación sugiere utilizar actividades que hagan 
uso simultáneo de una representación gráfica y numérica de las sucesiones 
que los estudiantes puedan cambiar dinámicamente, y que permitan también 
estimar el valor del límite a partir de dichas representaciones. En el programa 
de actividades se han previsto diversas tareas en esta dirección (categorías C4 y 
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C3). La situación del ejemplo 1 supuso una aproximación simple, computacional, 
al concepto de límite de una sucesión. Como se recordará, aquella circunstancia 
reveló las dificultades de aprendizaje de este concepto. Pues bien, la situación 
del ejemplo 9 plantea una actividad a realizar con el computador destinada a 
profundizar en el significado de la definición formal y a superar las dificultades. 
La figura 7 muestra una pantalla del nuevo micromundo que se ha diseñado. 
Este micromundo permitió a los estudiantes manipular los diversos objetos: los 
términos de la sucesión de trabajo (n,sn), el valor L de su límite, el segmento 

 sobre el eje OY, una banda horizontal en la que son visibles los térmi-
nos de la sucesión que se encuentran dentro del entorno  y rótulos que 
se evalúan dinámicamente. Los estudiantes estimaron los límites estableciendo 
de antemano un criterio de parada, y obtuvieron de forma experimental el valor 
N( ) a partir del cual . 

Ejemplo 9. Actividades con computador acerca de la caracterización -N de 
la convergencia de una sucesión. Considerar las siguientes sucesiones:

an = (1 + 1
n2

 )n2  

,  bn = n
n+1 , cn = n3

2n3 + n2+3 , dn = n!
e-nnn 2πn

Estimar el límite L de las sucesiones, estableciendo previamente un cri-1.	
terio de parada. 
Para cada sucesión, fijar un valor 2.	 >0 y obtener experimentalmente el 
término de la sucesión a partir del cual todos los términos siguientes se 
encuentran dentro del entorno (L- , L+ ). 

1 	 2 	 3 	 4 	 5 	 6 	 7 	 8

L=2.71766681 S(N-1)= 2.71763979 S(N)= 2.71766681
S(N)-S(N-1)= 0.00002702 (L-E,L+E)= (2.51765781, 2.91767581)
E= 0.20000900 N= 47

5.0

4.0

2.0

1.0

3.0

Figura 7.  Ilustración del ejemplo 9
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En suma, la estrategia general ha consistido en utilizar sistemáticamente 
problemas para introducir conceptos y describir situaciones. Dentro del proceso 
de resolución de los problemas, se ha acudido a las sugerencias de la inves-
tigación para proponer actividades destinadas a ayudar a los estudiantes en 
sus dificultades. Las actividades propuestas han sido de tipos muy diferentes, 
e incluyen ejercicios teóricos y de aplicación, tareas de computador, autoeva-
luaciones, sopas de letras, crucigramas matemáticos y son, en su gran mayoría 
originales de este equipo de investigación (Barragués et al., 2010). Como se 
desprende de las diversas situaciones presentadas, las actividades diseñadas, 
junto a las estrategias utilizadas, parecen contar con potencial para generar 
participación activa de los estudiantes en el aula, para confrontar argumentos y 
para visualizar y tratar las dificultades de aprendizaje.

Resultados acerca la valoración de los estudiantes  
hacia la enseñanza recibida

Al evaluar la enseñanza experimental se deseaba recoger la percepción de los estu-
diantes del grupo experimental acerca de la enseñanza recibida y el modo en que el 
clicker había servido como elemento dinamizador del aula, para crear un ambiente 
de colaboración, para mostrar sus errores y dificultades y para mejorar la confianza 
en sí mismos. Para ello se adaptó el cuestionario que Bode, Drane, Kolikant y Schuller 
(2009) han validado experimentalmente. El anexo 1 contiene las 22 cuestiones sobre 
las que se preguntó de forma anónima al finalizar el curso. Los estudiantes debían 
indicar su grado de acuerdo con cada una de las afirmaciones (Acuerdo/Neutro/
Desacuerdo). Las cuestiones Q1 a Q17 fueron tomadas directamente del original; las 
cuestiones Q18 a Q22 fueron diseñadas por el equipo investigador para recoger la 
opinión de los estudiantes acerca de aspectos adicionales de interés.

Las figuras 8 a 10 muestran las distribuciones de respuestas de los estudiantes 
del grupo experimental para cada uno de los cinco bloques en que se divide el cues-
tionario de opinión (anexo 1). Como puede apreciarse, la enseñanza diseñada parece 
generar valoración positiva en la mayoría de las cuestiones investigadas. En especial, 
los estudiantes han percibido claramente el papel que ha jugado el CRS para darles 
oportunidad de profundizar en los significados y para mostrarles sus errores (Q1, Q2). 
Los estudiantes valoran positivamente la enseñanza recibida al compararla con la 
tradicional, en aspectos clave como la mayor capacidad para recordar contenidos 
(Q7), el acceso a las ideas de los compañeros (Q8), la participación activa (Q10), tareas 
entretenidas (Q14) y motivación (Q17). Los estudiantes también perciben que la ense-
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ñanza así planteada exige un mayor esfuerzo que con una enseñanza tradicional 
(Q18) y una mayor responsabilidad sobre el propio aprendizaje (Q20). También es de 
señalar que los estudiantes encuentran adecuado el procedimiento de evaluación 
utilizado para medir el aprendizaje (Q21). Sin embargo, no perciben suficientemente 
la utilidad de las tareas realizadas con el computador, de modo que será este uno de 
los aspectos a mejorar en sucesivas implementaciones.

Comprensión conceptual

Acuerdo Neutro Desacuerdo

Q1 Q2 Q3

100

80

60

40

20

0

%

Aprendizaje

Acuerdo Neutro Desacuerdo

%

100

80

60

40

20

0
Q4 Q5 Q6 Q7

Figura 8.  Distribución de respuestas de los bloques 
  “Comprensión conceptual” y “Aprendizaje”
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Interacción y discusión

Acuerdo Neutro Desacuerdo

%

100

80

60

40

20

0
Q8 Q9 Q10 Q11 Q12 Q13

Entretenimiento

Acuerdo Neutro Desacuerdo

%

100

80

60

40

20

0
Q14 Q16Q15 Q17

Figura 9.  Distribución de respuestas de los bloques 
  “Interacción y discusión” y “Entretenimiento”
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Planificación

Acuerdo Neutro Desacuerdo

Q21Q18 Q19 Q20 Q22

%

100

80

60

40

20

0

Figura 10.  Distribución de respuestas del bloque “Planificación”

Resultados acerca del aprendizaje logrado

Se deseaba también encontrar alguna evidencia de mejora en el aprendizaje 
conceptual de los estudiantes del grupo experimental respecto a los del grupo 
de control. A pesar de la uniformidad de ambos grupos de estudiantes, no se 
podía asumir que partieran exactamente del mismo nivel de conocimiento 
sobre el tema objeto de examen, y por ello se optó por un diseño pretest/postest 
escrito y obtener para ambos grupos de estudiantes el valor de la ganancia 
media normalizada, definida por <g>=(Spost- Spre)/(100%-Spre), donde Spre es la 
puntuación (%) obtenida en el pretest y Spost la obtenida en el postest (Crouch 
y Mazur, 2001).

El pretest solo tenía sentido si los conceptos involucrados eran conocidos por 
los estudiantes al menos a un nivel elemental. Por ello se eligieron los temas 
de estudio local e integral de funciones de una variable real. Ambos temas se 
recogen en el currículo de Bachillerato de España y son objeto de evaluación 
en las pruebas de acceso a la Universidad, de modo que ya eran conocidos por 
los estudiantes. Al igual que Crouch y Mazur (2001), se decidió utilizar idénticos 
cuestionarios como pretest y postest. Se tomó esta decisión por diversas razones. 
En primer lugar, preferimos enfrentar a los estudiantes a los mismos enunciados 
antes y tras la formación, para no introducir en el experimento nuevas variables 
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asociadas a posibles diferencias en la interpretación de los enunciados. En 
segundo lugar, las cuestiones no son memorísticas, exigen un razonamiento 
personal. Y, en tercer lugar, en ningún momento se explica a los estudiantes la 
solución correcta de las cuestiones. 

Se optó, además, por utilizar cuestionarios ya validados experimentalmente, 
y por ello se tomaron 16 preguntas conceptuales adaptadas de Hughes-Hallett, 
Frazer, Gleason et al. (2010), diferentes a las utilizadas en nuestros ConcepTests 
y a las que los estudiantes respondieron en las condiciones usuales de examen. 
A modo de ejemplo, el anexo 2 muestra seis de esas preguntas. Los estudian-
tes debían señalar una respuesta de entre las propuestas en el enunciado y 
razonar su elección. La respuesta se consideró correcta solo si el razonamiento 
aportado lo era. 

La ganancia media normalizada <g> obtenida por ambos grupos de estu-
diantes fue <g>=0.15 para el grupo de control y <g>=0.48 para el grupo experi-
mental, lo cual arroja una diferencia significativa en favor del segundo. La tabla 
2 muestra los porcentajes de respuestas correctas y el valor de <g> obtenidos 
para los seis ítems del anexo 2. Nótese que, a pesar de la uniformidad de ambos 
grupos de estudiantes, en algunos de los ítems del pretest los estudiantes han 
obtenido puntuaciones considerablemente diferentes en ambos grupos. Esta 
diferencia entre los puntos de partida de ambos grupos de estudiantes viene 
a resaltar la importancia de utilizar el valor de ganancia media normalizada 
<g> como indicador del avance de aprendizaje logrado por ambos grupos de 
estudiantes en relación a sus respectivos niveles de partida.

Tabla 2.  Resultados obtenidos para los ítems del anexo 2

% respuestas correctas grupo de control 
(N=86)

% respuestas correctas grupo  
experimental (N=88)

Item Pretest Postest <g> Pretest Postest <g>
1 23 42 0.25 22 77 0.71
2 1.5 2.5 0.01 7 32 0.27
3 3 3 0.00 19 74 0.68
4 3 9 0.06 17 64 0.57
5 12 14 0.02 0 36 0.36
6 0 9 0.09 4 43 0.41
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CONCLUSIONES 

La investigación actual ha descrito en qué consiste aprender Matemáticas y las 
condiciones bajo las cuales se favorece un aprendizaje profundo de las mismas. 
Sin embargo, aún no está bien caracterizado el modo de definir entornos de 
trabajo capaces de reunir dichas condiciones en situaciones reales de docencia 
universitaria. Este trabajo intenta ser una aportación en esta dirección. Se ha 
descrito la fundamentación, el diseño y la evaluación de una propuesta de uti-
lización de un CRS destinada a promover clases participativas de Matemáticas 
universitarias a fin de mejorar el aprendizaje. 

La propuesta se basa en un modelo de ABP, cuyo principio es usar situacio-
nes problemáticas como punto de partida para la construcción e integración de 
los nuevos conocimientos. Se ha mostrado cómo el modelo ABP es coherente 
con las hipótesis de Robert (1987) acerca del modo de favorecer un aprendi-
zaje profundo de las Matemática universitarias. El CRS se ha adoptado como 
instrumento con el que hacer fluir la comunicación tanto entre los estudiantes 
como entre los estudiantes y el profesor. Si bien el CRS asume un importante 
papel al facilitar la comunicación dentro del aula, creemos que el potencial de 
estos sistemas puede explotarse en toda su dimensión solo si se integran en 
un modelo en el que la búsqueda de soluciones a problemas y la reflexión del 
estudiante sean las piezas clave.

Respecto al diseño, la propuesta se concreta en un programa de actividades, 
tanto presenciales como no presenciales, individuales o en equipo, que incluye 
ejercicios teóricos y de aplicación, tareas de computador, autoevaluaciones y 
pasatiempos matemáticos. En el entorno de trabajo colaborativo así construido, 
el CRS parece haber servido para involucrar a la mayoría de los estudiantes 
en problemas que requieren la aplicación de conceptos clave, que ponen en 
tensión su grado de aprendizaje y hacen visibles sus concepciones erróneas y 
su progreso.

Los resultados del cuestionario de opinión muestran que los estudiantes han 
valorado positivamente la enseñanza recibida y el uso del CRS. En concreto, han 
percibido claramente el papel que ha jugado el CRS para darles oportunidad 
de profundizar en los significados y para ser conscientes de sus dificultades; los 
estudiantes valoran positivamente el modelo experimental al compararlo con el 
modelo tradicional, en aspectos clave como la mayor capacidad para recordar 
contenidos, la consideración de las ideas de los compañeros, la participación 
activa y motivación. Los estudiantes encuentran más entretenidas las clases 
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que con una enseñanza tradicional, pero también perciben que la enseñanza 
así planteada exige un mayor esfuerzo que una enseñanza tradicional y una 
mayor responsabilidad sobre el propio aprendizaje. Respecto a la mejora en el 
aprendizaje, los resultados muestran una ganancia normalizada media signifi-
cativamente mayor en el grupo experimental que en el de control.

El resultado en su conjunto parece evidenciar que la metodología ABP-CRS 
descrita genera un clima de trabajo que es positivamente valorado por los 
estudiantes y que da lugar a un mayor aprendizaje. En este sentido, los resulta-
dos obtenidos están de acuerdo con los de otros trabajos ya comentados, que 
informan de resultados positivos en cuanto a la participación activa y el interés 
de los estudiantes, mejora en la comprensión, fomento de la discusión y la 
interactividad, ayuda a los estudiantes a medir su propio nivel de comprensión, 
toma de conciencia por parte del profesor de las dificultades de los estudiantes y 
trabajo no presencial. Además, la metodología descrita es muy general, y podría 
explotarse para la enseñanza y el aprendizaje de otras disciplinas diferentes a 
las Matemáticas. 

Ciertamente, existen resultados a mejorar como pueden ser la búsqueda de 
evidencia más amplia de una mejora en el aprendizaje, la utilidad de las tareas 
de ordenador, la percepción del estudiante o la experiencia del profesorado. Sin 
embargo, los resultados obtenidos nos animan a pensar que la metodología des-
crita puede ir perfeccionándose para lograr resultados cada vez mejores en cuanto 
a actitudes de los estudiantes y adquisición de competencia tanto matemática 
como general en resolución de problemas. Precisamente contribuir a que los estu-
diantes adquieran esta competencia general en resolución de problemas ha sido 
el eje de la metodología que se ha elaborado, porque se trata de una habilidad a 
la que actualmente se concede gran importancia en la Educación Superior, para 
formar personas capaces de intervenir en los múltiples y dinámicos contextos en 
los que deberán desarrollar su vida profesional, social y personal.
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ANEXO 1. CUESTIONARIO DE OPINIÓN

Comprensión conceptual 

El Q1.	 clicker me ha permitido ser más consciente de mis dificultades para 
entender los conceptos que con las clases tradicionales.
El Q2.	 clicker me ha ayudado a entender qué conceptos se encontraban 
detrás de los problemas que se planteaban.
Cuando se planteada una pregunta para contestar con Q3.	 clicker, yo sabía 
lo tenía que hacer, sabía lo que se esperaba de mí.

Aprendizaje 

El Q4.	 clicker permite al profesor ser más consciente de las dificultades de los 
estudiantes para entender los conceptos que con las clases tradicionales.
Una clase con Q5.	 clickers es más exigente para el profesor que una clase 
tradicional.
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Trabajando en mi grupo, el escuchar a otros estudiantes dar explicacio-Q6.	
nes con sus propias palabras, me ha ayudado a entender. 
Puedo recordar más después de una clase usando Q7.	 clickers que después 
de una clase tradicional. 

Interacción y discusión 

El Q8.	 clicker me ha permitido conocer lo que piensan mis compañeros de 
clase en mayor medida que con las clases tradicionales.
Creo que lo mejor es usar el Q9.	 clicker de forma anónima, es decir, sin que 
se sepa en clase quién ha elegido cada respuesta.
Yo he estado más activamente involucrado en el trabajo en una clase Q10.	
con clickers que en una clase más tradicional.
La discusión de problemas Q11.	 clicker con otros estudiantes me ha ayudado 
a entender mejor.
Los miembros de mi grupo se involucraron activamente en resolver los Q12.	
problemas clicker.
El trabajo colaborativo en mi grupo contribuyó a dar una solución de más Q13.	
calidad a los problemas. 

Entretenimiento

Con el Q14.	 clicker, la clase me ha parecido más divertida que con las clases 
tradicionales.
El hecho de ver el histograma de resultados del problema Q15.	 clicker me ayudó 
a aumentar mi confianza en mi capacidad para dar respuestas correctas.
Creo que el Q16.	 clicker debería usarse también en otras asignaturas.
Me he sentido más motivado a prestar atención en una clase con Q17.	 clicker 
que en una clase tradicional.

 
Planificación 

La asignatura así planteada exige más trabajo a los estudiantes que con Q18.	
un planteamiento más tradicional.
Encuentro adecuado que el profesor deje como tarea para casa la lectura Q19.	
previa de la lección y la realización de ejercicios.
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Este planteamiento de la asignatura hace que el estudiante tenga que res-Q20.	
ponsabilizarse más de su aprendizaje que con una clase más tradicional.
El modo en que se ha evaluado es adecuado para que el profesor sepa Q21.	
si los estudiantes han aprendido.
Las prácticas de computador me han ayudado a entender mejor los Q22.	
conceptos.

ANEXO 2. EJEMPLOS DE ÍTEMS DEL PRETEST/POSTEST

Ítem 1. Para la función y(x) cuya gráfica muestra la figura 11, ¿Cuál es el signo 
de la segunda derivada en los puntos x=a, x=b y x=c? Respuestas: A: + , 0. B 
(correcta): - , 0 , +. C: - , 0 . D: + , 0 , +. E: -+, + . F: - , - , +.

a b c
x

y

y(x)

Figura 11.  Ilustración del ítem 1

Ítem 2. La figura 12 muestra el gráfico de la posición de un móvil en cada 
instante. ¿En cuántos instantes la velocidad del móvil pasa de ser creciente a 
decreciente o viceversa? Respuestas: A: en un instante. B: en dos instantes. C: 
(correcta) en tres instantes. D: en cuatro instantes. E: en ningún instante.

posición

t

Figura 12.  Ilustración del ítem 2
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Ítem 3. Considerar la función y(x) cuya gráfica muestra la figura 13. ¿Cuál de 
las gráficas (a)-(d) de la figura 14 puede representar la pendiente en cada punto 
de y(x)? Respuestas: A: la gráfica (a). B: (correcta) la gráfica (b). C: la gráfica (c). 
D: la gráfica (d).
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Figura 13.  Primera ilustración del ítem 3
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Figura 14.  Segunda ilustración del ítem 3

Ítem 4. La figura 15 muestra el gráfico de la posición de un móvil en cada 
instante. ¿Cuál de las gráficas (a)-(d) de la figura 16 puede representar la ace-
leración del móvil en cada instante? Respuestas: A: la gráfica (a) B: (correcta) la 
gráfica (b) C: la gráfica (c) D: la gráfica (d)

1         2         3         4         5          6         7

tposición

-1

-2

-3

-4

Figura 15.  Primera ilustración del ítem 4



Educación Matemática, vol. 25, núm. 1, abril de 2013	   107

José Ignacio Barragués, Adolfo Morais, María Juncal Manterola y Jenaro Guisasola

aceleración
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1          2           3           4          5           6
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t
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(b)

aceleración
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1          2           3           4          5           6

(c) aceleración
1
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1           2           3           4          5           6

(d)

t

Figura. 16. Segunda ilustración del ítem 4

Ítem 5. La figura 17 muestra las gráficas de las velocidades de dos ciclistas 
que parten del mismo punto y circulan por una pista en la misma dirección 
durante 3 minutos. ¿En qué instante de tiempo el ciclista 2 alcanza al ciclista 1?

Respuestas: A: en un instante entre 1 y 1.25 minutos. B (correcta): en un 
instante entre 1.25 y 2 minutos. C: en un instante entre 2 y 3 minutos. 
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1 2 3

40

30
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Ciclista 2

Ciclista 1

m

Figura 17. Ilustración del ítem 5

Ítem 6. La figura 18 muestra la gráfica de una función y(x), y se indica el 
valor de las áreas de las regiones sombreadas. Si F´(x)=y(x) y F(0)=10, ¿cuál es el 
valor de F(5)? Respuestas: A: 17. B: 4. C: 1. D: 13. E: (correcta) 11. F: 16. 

7

6

y(x)

y

x
1 2 3 4

5

Figura 18.  Ilustración del ítem 6
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Los escenarios de exploración en el Programa 
de Investigación en Etnomatemáticas
Armando Aroca Araújo

Resumen: Una de las relaciones entre etnomatemáticas y educación mate-
mática consiste en que uno de los escenarios de aprendizaje de los estu-
diantes es sociocultural, y en él, justamente, el Programa de Investigación en 
Etnomatemáticas cobra sentido. Se describen aquí siete escenarios de explora-
ción de dicho Programa, aunque el número de estos depende de la realidad 
de cada país. Se analiza cómo cada uno de estos escenarios aporta o plantea 
tensiones a la educación matemática, en particular, en aquellas actividades que 
vinculan el conocimiento matemático con la realidad de los estudiantes. 

Palabras clave: Programa de investigación en etnomatemáticas, escenarios 
de investigación, etnomatemáticas rurales, etnomatemáticas urbanas, educación 
matemática.

The stages of exploration in the research programme of Ethnomathematics
Abstract: One of the relationships between ethnomathematics and mathematics 
education is that one of the stages of mathematical learning is the sociocultural, 
when Research Program Ethnomathematics making more sense. This article will 
describe the seven stages of exploration in the Program, whose number depends on 
the situation in each country, and how each contributes or raises tensions in math-
ematics education, in particular on those activities that link reality of students.

Key words: Ethnomathematics research program, research settings, rural 
ethnomathematics, urban ethnomathematics, mathematics education.

Fecha de recepción: 7 de julio de 2012. Fecha de aprobación: 27 de octubre de 2012.

Etnomatemáticas rurales, etnomatemáticas urbanas  
y tensiones hacia la educación matemática

El campo de acción de las etnomatemáticas, según el Programa de Investigación 
en Etnomatemáticas,1 se encuentra dividido en dos macroescenarios de investi-

1  La autoría del Programa de Investigación en Etnomatemáticas es del profesor Ubiratan D’Ambrosio, quien 
lo expresó en Miarka, 2011. Para un mayor análisis sobre esto se puede consultar D’Ambrosio (2012). 
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gación: zonas urbanas y zonas rurales. Para poder dar una primera aproxima-
ción a los escenarios de indagación planteados en este Programa, es menester 
precisar que ellos dependen de las condiciones sociales y políticas de cada país. 
En este caso se analizarán en el contexto colombiano y, en derivación, este aná-
lisis no se puede distanciar de su historia. Según Albuja y Ceballos (2010: 10) 
93% de la población desplazada en Colombia lo ha hecho hacia áreas urbanas. 
Durante la última década, el país ha experimentado un intenso proceso de 
migración desde zonas rurales. Este desplazamiento forzado está eliminando o 
transformando, radicalmente, las etnoamatemáticas rurales: las formas de pensar 
de los campesinos2 (comprender, razonar, manejar, lidiar); de hacer (artes, técni-
cas, maneras, estilos y herramientas) y de comunicar (explicaciones, sean estas 
verbales, visuales, por sonidos, gestuales, o empleando lo tangible, sentimental, 
lo gustativo o los olores –buenos, neutros o malos–3). Estas tres categorías 
–pensar, hacer, comunicar– constituyen las tres realidades etnomatemáticas de 
estudio del Programa4 de Investigación en Etnomatemáticas. Esta idea de rea-
lidad etnomatemática –la cual es igual tanto para las etnomatemáticas rurales 
como para las urbanas– no se asume desde alguna conceptualización sobre 
el objeto matemático, pues en Arboleda (2011), D’Amore (2001) y Godino y 
Batanero (1994) se encuentran razones suficientes para concluir que el objeto 
en matemática se comporta de manera opuesta que en etnomatemáticas y, en 
este sentido, se hizo necesaria la creación de dicho concepto.

El concepto de la realidad etnomatemática5 tiene su soporte en White (1994), 
quien establece que el lugar de la realidad matemática, desde una perspectiva 
antropológica, no posee existencia independiente de la mente humana. Toda 
persona nace en un mundo que tiene una realidad construida; entonces, esa 
mente la descubre y la aprende. Pero también esa misma mente es capaz de 
transformarla o recrearla. El individuo adquiere su cultura mediante el aprendi-

2  El profesor Ubiratan no debe mostrar atisbos de arrepentimiento porque creó la palabra etnomate-
mática, en particular por el empleo de su primera raíz, tal como lo da a entender en la entrevista que 
concede a Miarka (2011: 63). 

3  Si no se comparten las dos últimas formas de comunicación, las gustativas y las olfativas, tan solo 
indague sobre la etnomatemática de las personas que ejercen el oficio o la actividad de la cocina (amas 
de casa, cocineras de oficio o chefs).

4  Miarka (2011: 29), citando a D’Ambrosio (2002: 17), plantea lo siguiente en torno al Programa de 
Investigación en Etnomatemáticas: “Ubiratan D’Ambrosio indica que o principal motivador para um pro-
grama de pesquisa em Etnomatemática é a procura pelo entendimento do ‘saber/fazer matemático ao 
longo da história da humanidade, contextualizada em diferentes grupos de interesse, comunidades, povos 
e nações’”. A lo cual se agregaría y las formas de comunicación. Tal como ha definido D’Ambrioso, en las 
formas de “hacer”, no se ve un proceso muy importante como es el de la comunicación. 

5  Este concepto es una construcción del autor.



Educación Matemática, vol. 25, núm. 1, abril de 2013	   113

Armando Aroca Araújo

zaje de las costumbres, creencias, lenguajes y técnicas de su grupo, y de igual 
manera su cultura matemática. Estas matemáticas culturales o etnomatemáticas 
tienen una realidad, pero en un determinado contexto, pues en él adquieren 
sentido. Mientras que el objeto matemático tiende a ser independiente del con-
texto, la etnomatemática no; ella existe a partir de la realidad misma. El objeto 
en matemática tiende a alojarse en una dimensión apartada, más no disjunta 
del mundo sensible, similar a la concepción platónica, constituyéndose así la 
gran diferencia entre objeto matemático y objeto etnomatemático, pues el pri-
mero llega a un proceso de formalización simbólico e insensible mientras el 
segundo no.6 Y he aquí un escenario de amplio espectro de exploración para la 
Educación Matemática, pues la adquisición de la característica fundamental de 
un objeto matemático, es decir, su tematización, conlleva a su separación del 
mundo sensible, mientras que la etnomatemática, en el transcurso del tiempo, 
hace lo contrario a partir de las tres realidades descritas: pensar, hacer y comuni-
car. Estas tres realidades se aplican tanto en las etnomatemáticas rurales como 
en las urbanas. 

Las etnomatemáticas rurales 

Las etnomatemáticas rurales contribuyen a preservar la identidad cultural de 
un país más aún que las etnomatemáticas urbanas, que están muy expuestas 
a los desarrollos tecnológicos y científicos nacionales y mundiales. Es decir, la 
tecnificación, que simplifica actividades, tiende a eliminar procesos de acumu-
lación histórica de pensamientos matemáticos, y tal vez por eso, las actividades 
de los libros de texto escolares de matemáticas –que pretenden tener un vínculo 
con la realidad de los estudiantes– se enfocan a una “realidad” que presenta 
actividades comunes, producto de la globalización, como por ejemplo, la torta 
de cumpleaños que se divide en siete partes, la suma con manzanas, el avión 

6  Sin embargo, en conversación con el profesor Luis Carlos Arboleda, él afirma lo siguiente: “El mundo 
de la percepción no es homogéneo. En las prácticas discursivas en las que se moviliza el pensamiento 
formal, los individuos despliegan distintos tipos de percepciones. Sobre un mismo objeto hay, en particular, 
percepciones sensoriales y percepciones intelectuales. Unas son características del objeto, otras se han 
estructurado en la conciencia del sujeto a lo largo de sus prácticas educativas formales e informales. 
Unas y otras se traducen en lenguajes naturales y formales, y participan en los procesos de abstracción 
de manera diversa. En los momentos claves de abstracción de la propiedad característica del objeto de 
referencia, algunas percepciones sensoriales se inhiben, otras contribuyen más activamente. Ya Kant se 
refirió a este problema. Lo mismo Piaget. A mí me gusta mucho el tratamiento de Wittgenstein en filosofía 
de la práctica entendida como juegos de lenguaje. También el estudio de Fischbein sobre la intuición en la 
generalización y la abstracción matemática. Tenemos que examinar –en nuestros casos de estudio– cómo 
se manifiestan estas complejidades en las prácticas etnomatemáticas.”
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que se aleja del muelle, cuando muchos de estos elementos no hacen parte de 
la realidad sensible de ellos,7 tema que bien analizó Skovsmose (2000). 

Muchas de las etnomatemáticas rurales y urbanas son parte esencial de la 
reserva cultural de un país por ser únicas, por esa acumulación histórica, por 
la región donde se desarrollan, por el tipo de valores que conservan, por los 
sistemas culturales que le dan sentido, por su forma tradicional de transmitirse 
que involucra uno o todos los sentidos. Para ampliar esta idea, se podría ver el 
caso de la etnomatemática marítima, donde el único sentido que no emplean 
los pescadores para orientarse espacialmente es el gusto. En cambio, en el caso 
de la etnomatemática de los ebanistas, se privilegia el tacto, y esto se debe a 
sus maneras de comunicarse –sean éstas orales, gestuales o por sonidos–, sus 
fórmulas verbales, las herramientas que producen, los lenguajes que incorporan, 
las formas de razonamientos que aplican. No siempre hay que hablar o escu-
char y escribir para comunicar el pensamiento matemático.

¿Quiénes, entonces, pueden contribuir a la preservación de estas reservas 
matemáticas nacionales? Los profesores, por medio de la sistematización de 
sus experiencias e investigaciones, que podrían formar parte de las nuevas 
ediciones de los libros de texto escolares de matemáticas y así contrarrestar la 
inundación de sus bibliotecas con conocimientos que son el producto de difu-
siones masivas de las editoriales internacionales. 

Para concretar más aún nuestra idea, comentamos que las etnomatemáticas 
rurales son aquellas que se desarrollan y tienen sentido en determinadas áreas 
del planeta que están fuera del perímetro de las ciudades o municipios,8 y estas 
son las que han sido golpeadas frontalmente por la violencia y, sobre todo, por 
el desplazamiento forzado en el caso de Colombia. Al referirnos a estas etnoma-
temáticas, se hace también referencia al ambiente donde se produce y desarrolla 
la actividad que tiene las implicaciones de una forma de pensar, de unas prácti-
cas regidas por el contexto y de unas formas de comunicación adecuadas a las 
circunstancias. No se trata, necesariamente, del área donde residen sus creado-

7   El Ministerio de Educación Nacional de Colombia, en su Documento 3, que establece los lineamientos 
y estándares básicos de competencias en matemáticas, planteó que uno de los escenarios de aprendizaje 
de las matemáticas es el sociocultural, aquí llamado la realidad del estudiante, y en consecuencia, la 
importancia sobre la determinación de los escenarios de exploración en el Programa de Investigación en 
Etnomatemáticas, pues ellos básicamente contribuyen al vínculo de la Educación Matemática con dicha 
realidad. 

8   La División Territorial de Colombia está dada por zonas urbanas y zonas rurales. Las primeras se 
caracterizan por tener calles, carreras, carreteras, nomenclaturas en las casas y todos los servicios públicos; 
hacen parte de ellas las ciudades, incluyendo la capital, Bogotá, y los municipios. Estos tienen bajo su 
jurisdicción los corregimientos, veredas, caseríos o casas dispersas, que constituyen la zona rural. 



Educación Matemática, vol. 25, núm. 1, abril de 2013	   115

Armando Aroca Araújo

res, aunque esta no es excluyente. Por ejemplo, Buenaventura es un municipio 
costero del pacífico colombiano, y un número significativo de sus hombres son 
pescadores artesanales. Ellos aplican técnicas, herramientas y formas de abstraer, 
fundamentalmente en el mar; no obstante, la elaboración de algunas de sus 
herramientas se realiza en sus casas. He aquí las implicaciones de una realidad 
construida por factores sociales, como lo plantea Berger (1993).9 

Estas etnomatemáticas, que en su mayoría son rurales, pueden ser explicadas por 
sus actores al investigador, pero para que este pueda construir un significado más 
pertinente y completo, conviene ir al entorno donde son desarrolladas las prácticas 
de referencia. Para que el profesor de matemáticas que labora en zonas costeras dé 
mayor sentido a sus clases, no necesariamente debe adentrarse con sus estudian-
tes al mar. El profesor de matemáticas puede construir nociones en las entrevistas, 
pero adquiere mejor ese sentido si conoce, sin intermediarios, la actividad como tal. 
Sin embargo, existen casos que hacen excepción respecto de este planteamiento; 
por ejemplo, el municipio de Buenaventura tiene un caserío costero que se llama 
Punta Soldado, en cuyo único colegio, la mayoría de los estudiantes de los últimos 
grados de la secundaria se dedican a la pesca de viento y marea.10 El profesor de 
matemáticas media con esto y coordina con ellos otros horarios. ¿Cómo orienta las 
clases este profesor, que además tiene formación en contabilidad? Sus clases de 
matemáticas, prácticamente ayudan a tecnificar la principal actividad económica 
del corregimiento11 pero, además, les brinda la formación matemática establecida 
por los lineamientos y estándares nacionales. Este es un ejemplo de una etnomate-
mática rural diferente, por ejemplo, de las etnomatemáticas de los carpinteros, cuya 
formalización del oficio es el resultado del desarrollo comercial y tecnológico de 
sectores urbanos. En las zonas rurales no existe el oficio de la carpintería en estas 
dimensiones, porque sus principios básicos son de conocimiento comunitario; existe 
la carpintería como apropiación colectiva, aunque algunos de sus actores, por tener 
mejores herramientas, optimizan12 sus procesos. 

9   Supongamos el siguiente caso: una persona que vive en el sector rural es contratada por alguien que 
vive en un sector urbano para que realice un determinado trabajo. ¿Qué tipo de etnomatemática se realiza 
aquí?: una urbana, pero que pueda estar mediada por conocimientos de origen rural, pues el trabajo a 
realizar implica técnicas, diseños y materias primas que son propios de dicha actividad. 

10  Pesca en altamar durante tres días consecutivos; en consecuencia, los estudiantes no pueden ir a clases en 
ese tiempo.

11  Un Corregimiento es una división territorial, que depende de un municipio. Son poblaciones que aún 
no han alcanzado el número mínimo de habitantes para convertirse en municipio. 

12   Esto es algo que merece un mejor análisis pues, a manera de hipótesis, la incorporación de herra-
mientas en sus formas de hacer, está generando muchos cambios tanto en lo cultural como en sus formas 
de comunicación. Algunas herramientas optimizan procesos más que otras y, en este sentido, la simplifica-
ción también se da en el empleo de saberes tradicionales. Por ejemplo, la incorporación de la lana sintética 
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Otra situación es cuando, en época de veda,13 algunos pescadores de Buena-
ventura buscan empleos en otros oficios que se desarrollan principalmente en 
las ciudades y, en este caso, ellos se ven obligados a utilizar unas etnomatemá-
ticas que son desarrolladas por otros actores y por otra acumulación histórica. O 
sea que, la mayoría de los pescadores, en época de veda, son usuarios pasivos 
de la etnomatemática urbana, a la que se someten para poder seguir subsis-
tiendo junto con sus familias. 

Etnomatemáticas urbanas

Etnomatemáticas urbanas14 son aquellas que se desarrollan y tienen sentido 
dentro del perímetro de la ciudad o de la cabecera de un municipio. Hasta el 
momento, se han usado dos palabras para caracterizar las etnomatemáticas 
rurales y las etnomatemáticas urbanas –desarrollo y sentido–. Su aplicabilidad 
responde a otras cuestiones. El primer ambiente de aplicabilidad es donde se 
desarrollan, pero la aplicabilidad trasciende la región de origen; por ejemplo, 
un propietario de una finca necesita hacer en sus predios una casa, y decide 
contratar personas que residen en sectores urbanos. Las etnomatemáticas que 
se aplican en la finca son urbanas, pero tienen aplicabilidad en lo rural.15 

por parte de las tejedoras de los indígenas arhuacos ha suprimido a gran escala formas tradicionales de 
extraer hilos de fique o hilazas que proporcionan el maguey y el algodón, o tintes naturales extraídos de 
cortezas de árboles, como se establece en Aroca, 2009: 24. 

13  Es un lapso decretado por el Gobierno de alrededor de uno o dos meses, para que los pescadores 
dejen de pescar y así haya un margen para la reproducción de los peces, en especial de los camarones. 

14  Algunas características, similitudes o diferencias entre las etnomatemáticas rurales y las etno-
matemáticas urbanas, que en la actualidad me encuentro analizando con más profundidad, son: las 
etnomatemáticas rurales tienen más sentido en la relación con el mar, la selva, las montañas y la tierra; 
sus cambios, apariciones o desapariciones son menos variables que las urbanas, aunque también los 
desarrollos tecnológicos las transforman; su gran riqueza radica en la diversidad de lenguas indígenas 
que las comunican, algunas de ellas desconocidas y muy poco estudiadas. Lo común a los dos tipos de 
etnomatemáticas es que se reproducen o se aprenden por medio de la tradición oral, expresiones gestua-
les, representaciones gráficas o de manera experimental, esencialmente por medio de la observación; solo 
las diferencia, en algunos casos, el empleo de la escritura; ambas, por lo general, están relacionadas con 
procesos comerciales. Las etnomatemáticas urbanas, al parecer, son más dinámicas debido a la influencia 
directa de los desarrollos tecnológicos, científicos, sociales o políticos en las actividades que se desarrollan 
en las ciudades o cabeceras municipales; la lógica proposicional tiende a regir su forma de comunicación, 
en algunas ciudades o municipios el idioma tiende a ser uno solo, pero en otros, y sobre todo en ciudades, 
la mezcla de idiomas o hablas confiere una complejidad mayor. Por ejemplo, en el municipio de Maicao, 
en el departamento de la Guajira, Colombia, interactúan o se desarrollan diversos idiomas o lenguajes: el 
castellano como predominante, pero también el wayúu y el turco están en uso.

15 O tro fenómeno que necesita un mejor análisis es cuando el personal contratado para el sosteni-
miento de los cultivos y ganados y la administración misma de la finca es realizado por campesinos; si la 
actividad es tecnificada, entrarán como actores pasivos, la técnica urbana los rige.
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Se ha hecho énfasis en las etnomatemáticas rurales y las etnomatemáticas 
urbanas, solo para hacer evidente su importancia a la hora de que el profesor 
de matemáticas tome la decisión de vincular sus clases con la realidad de sus 
estudiantes. 

Otros efectos del desplazamiento forzado  
sobre las etnomatemáticas

El desplazamiento forzado en zonas rurales obliga a quienes lo padecen a 
adaptarse a las etnomatemáticas urbanas, que encuentran en los lugares 
hacia donde migran, o a crear otras solo para subsistir.16 Solamente se necesita 
un poco de tiempo para que las etnomatemáticas maternas se transformen o 
desaparezcan. No se necesita remontarse a los tiempos de invasión –cuando 
llegaron al nuevo mundo los españoles, portugueses, ingleses, holandeses y 
franceses–, en los que se generó el etnocidio ya conocido, el desplazamiento 
forzado, las masacres que destruyeron aquellas prácticas, saberes y formas 
de comunicación que fueron asociadas al mismo demonio, para llenarnos de 
frustración e impotencia. Los invasores no solo eliminaron personas, sino que 
también desnaturalizaron su cultura, pensamiento o matemas, sus ticas,17 o sus 
formas de comunicación lo que, guardando las diferencias sociales y políticas 
necesarias, es similar a como sucede o ha sucedido en muchos países18 donde 
el desplazamiento forzado interno y las expresiones de exterminio han acabado, 
acaban o transforman las etnomatemáticas rurales o urbanas y fuerzan a las 
personas a aprender otras etnomatemáticas19 para poder sobrevivir y, en este 
sentido, ellas no desarrollan ni creatividad ni imaginación; solo reproducen. 

16  Según Ruiz (s. f.) citada por Tafur (2010), las consecuencias del Desplazamiento forzado en Colombia 
son complejas: “Una de las peores es la incapacidad de absorción de empleo de la industria nacional. 
Actualmente, la tasa de desempleo urbano es cercana al 15%, pero el subempleo sobrepasa el 48%. 
Un porcentaje importante de mano de obra que llega a demandar servicios y puestos de trabajo, que la 
industria incipiente es incapaz de absorber”.

17 D ’Ambrosio, en Blanco (2008) manifiesta que la definición de etnomatemática es compleja, y que la 
definición que él tiene es de carácter etimológico, “como tres raíces, una de ellas es etno y por etno yo 
comprendo los diversos ambientes social, cultural, natural, la naturaleza, todo eso. Después hay otra raíz, 
que es una raíz griega que llama mathema y el griego mathema quiere decir explicar, entender, enseñar, 
manejarse; y un tercer componente es thica que yo introduzco ligado a la raíz griega tecni que es artes, 
técnicas...”.

18  Para mayor información del desplazamiento que sucede o ha sucedido en algunos de estos países 
se puede consultar la página web de Internal Displacement Monitoring Centre (IDMC), en http://www.
internal-displacement.org/

19  Existen también desplazamientos interurbanos, donde el lugar de asentamiento no tiene las mismas 
condiciones culturales que la anterior, y este fenómeno de adaptación del individuo también tiene lugar 
en sus formas de pensar, hacer y comunicar.
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¿Cómo, entonces, la educación matemática puede buscar, en estas condicio-
nes, un vínculo de sus contenidos con la realidad de las niñas, niños, jóvenes 
y adultos mayores que asisten a sus salones para “aprender” matemáticas?, 
¿dónde queda el anhelo de vincular las clases de matemáticas con el entorno 
sociocultural próximo de los estudiantes, si este contiene una realidad que no 
desearían vivir? 

Desarrollo sociocultural de las matemáticas.  
El caso colombiano

Cuando un educador matemático toma la decisión de incorporar su actividad en 
el Programa de Investigación en Etnomatemáticas,20 cuyo propósito no es mera-
mente etnográfico, sino educativo, tiene diversas alternativas metodológicas:

Primera. Hacer solo reflexiones teóricas. Investigaciones como las de Albis 
(1986, 1990), quien analiza piezas de orfebrería y cerámica que reposan en 
algunos museos, pero que fueron hechas por culturas indígenas prehispánicas; 
al parecer quedan inscritas en reflexiones teóricas, pues no se sustentan en 
trabajo de campo en ninguno de los escenarios de investigación considerados: 
urbano o rural. La existencia de estas piezas, cuando estaban provistas de un 
significado y una aplicabilidad, no podría ser clasificada ni como rural ni como 
urbana, pues no existía este tipo de división política ni territorial. Esto no deme-
rita su importancia, pues aportan al reconocimiento de una de las tres realida-
des etnomatemáticas –las prácticas de ese periodo–, mientras las conclusiones 
sobre las formas de pensarlas y de comunicarlas serían solo dependientes de 
la literatura existente. Así, hay aportes importantes de esta reflexión teórica, 
esencialmente a la arqueología, a la antropología y a la educación matemática, 
como posibilidad de convertir estas conclusiones en situaciones didácticas. 

Segunda, realizar trabajo de campo urbano o rural. Cuando el docente opta 
por realizar trabajo de campo, queda sometido a una secuencia pautada por 
la presión que ejercen las condiciones sociales o políticas del país, como se 
expresa en la Figura 1. 

20 D ecisión que puede surgir por intereses de carácter personal, por las tensiones que surte el entorno 
sociocultural en sus clases de matemáticas, por la propuesta actual de ver la educación matemática desde 
esta perspectiva, por las mismas posibilidades que brinda el mismo entorno laboral, entre otros aspectos. 
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PROGRAMA 
DE INVESTIGACIÓN  

EN ETNOMATEMÁTICAS

Etnomatemáticas 
rurales

Etnomatemáticas 
urbanas

Métodos de  
investigación

CONDICIONES SOCIALES  
Y POLÍTICAS DEL PAÍS

Tres realidades etnomatemáticas  
de investigación: Formas de pensar,  

de hacer y de comunicar.

Figura 1. Influencia de las condiciones sociales o políticas de un país  
en la toma de decisiones de un investigador en etnomatemáticas 

Si el profesor de matemáticas ve la necesidad de hacer trabajo de campo, 
entonces podrá ocuparse de alguna de las combinaciones posibles de las tres 
realidades etnomatemáticas: relacionadas con aulas de clases, en sectores con-
fiables, sectores marginalizados o excluidos, campesinos mestizos, campesinos 
afrodescendientes o comunidades indígenas.

En el caso de Colombia, las etnomatemáticas rurales tienen como actores, 
fundamentalmente, a los campesinos (mestizos y afrocolombianos) y a los indí-
genas. Las etnomatemáticas urbanas tienen como actores, de manera esencial,  
a los mestizos y afrocolombianos y, en una pequeña porción, a los indígenas.

 
La investigación en Etnomatemáticas realizada  
hasta hoy en Colombia

Las investigaciones que se inscriben en el Programa de Investigación en 
Etnomatemáticas en este país y se realizan en zonas urbanas21 se desarrollan 
en cuatro escenarios, a saber: Solo reflexiones teóricas, relacionadas con aulas 
de clases, en sectores confiables22 y sectores marginalizados. Los sectores 
confiables son espacios, barrios o sectores que no están en las periferias o 

21  Salvo el caso de aquella persona que decida irse para una zona rural y hacer una reflexión teórica. 
22  Mal se haría si se interpretara esta clasificación como discriminatoria. Tampoco se puede descono-

cer las prevenciones sicológicas que las personas tienen en Colombia, debido a su prologando conflicto 
armado y sus fuertes diferencias sociales. 
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que no son muy populares o marginalizados; por ejemplo, la parte céntrica 
de la ciudad o del municipio, ciertas calles o barrios donde, generalmente, se 
pueden hacer análisis de algunos oficios o grupos laborales. Puesto que esta 
clasificación es de carácter social, depende del contexto. Lo que puede ser una 
actividad que se desarrolle en un sector confiable para una localidad, en otra 
puede no serlo. Algunos trabajos de este tipo en Colombia son los de Blanco 
(2008b), Rey y Aroca (2011), Enríquez, Millán y Aroca (2012). Otro caso hipotético 
sería el siguiente: Corabastos es la Central Mayorista de Abastos para Bogotá, y 
es el mayor centro de este tipo en toda Colombia; en otras regiones les llaman 
Plazas de Mercado, Galerías o Mercados. Las personas que venden productos 
en Corabastos provienen de todos los estratos sociales, que van desde la señora 
que vende cilantro, hasta el mayorista que tiene un gran almacén. Este es un 
sector confiable, independientemente del tema específico que la investigación 
aborde. Y por sectores marginalizados se entiende un conjunto de barrios o sec-
tores de estos donde la pobreza y la exclusión social son muy notorias. Algunas 
investigaciones en Colombia en estos sectores son las de Mariño (1983, 1985, 
1990, 2003) o Aroca (2012). 

Los trabajos de investigación que se realizan en zonas rurales tienen tres 
escenarios de investigación. Campesinos mestizos, campesinos afrodescencien-
tes y comunidades o sectores indígenas. En Colombia, algunos asentamientos 
rurales y urbanos son biétnicos o triétnicos. Este sincretismo etnomatemático 
rural y urbano merece más atención, incluso en sus implicaciones en el 
desarrollo curricular de las matemáticas escolares, las cuales existen tanto en 
asentamientos urbanos como en rurales. En síntesis, en la realidad colombia-
na se pueden notar siete23 escenarios24 de investigación en el Programa de 
Etnomatemáticas. 

La Figura 1 nos condujo a construir la Tabla 1, que muestra una parte de 
las investigaciones que se han hecho25 en Colombia sobre etnomatemáticas, 

23   Esta cifra puede variar, dependiendo el país.
24   Estos escenarios de investigación en etnomatemáticas pueden llegar a mezclarse, dependiendo de 

los objetivos que desee alcanzar el investigador; por ejemplo, en Gerdes (2010a) hay un ejemplo donde el 
autor, motivado por Marcelo Borba, escribe el libro referido y muestra una relación entre matrices cíclicas, 
la etnomatemática y la educación matemática. 

25   Se precisa que no se tuvieron en cuenta las decenas de Trabajos de Grado, Trabajos de Investigación 
y Tesis de Maestría o Doctorado si no se han publicado, y que reposan en las bibliotecas de las universi-
dades colombianas. Tampoco se tuvieron en cuenta investigaciones hechas por extranjeros; trabajos que 
se han hecho antes de la década de los ochenta, y es probable que algunas investigaciones se estén 
obviando por diversas razones. Todo este conjunto de trabajos hacen parte del Programa de Investigación 
en Etnomatemáticas de Colombia y, por lo tanto, las investigaciones que se presentan representan una 
aproximación a dicho programa. 
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desde principios de la década de los ochenta hasta el año 2012. La informa-
ción allí consignada refleja, entre otras cosas, una fluctuación que tiende a una 
disminución drástica de investigaciones sobre etnomatemáticas rurales y de 
etnomatemáticas urbanas en sectores marginalizados o excluidos en la primera 
década del siglo XXI. 

Tabla 1.  Muestra de investigaciones en etnomatemáticas realizadas en Colombia 
por colombianos. Publicadas en revistas, libros u otros materiales impresos

Periodo Investigación*
Tipo de investigación**

RT SC RAC SM CM CA SI

1980-1989***

Albis, Víctor Manuel (1986).Arte prehispánico y 
matemáticas. 

x

Albis, Víctor Manuel (1987). Antropología y 
Matemáticas.

x

Albis, Víctor Manuel (1989). Temas de etnomate-
máticas.

x

Mariño, Germán (1985). Cómo opera matemática-
mente el adulto del sector popular. Constataciones 
y propuestas. 

x

Mariño, Germán (1983) El dibujo espontáneo y 
la concepción del espacio en los adultos de los 
sectores populares. 

x

Páramo, G. y Víctor Albis (1987). Antropología y 
matemáticas. 

x

Páramo, Guillermo (1989). Lógica de los mitos: 
lógica paraconsistente. Una alternativa en la dis-
cusión sobre la lógica de los mitos. 

x

Molina, E. y Díaz, A. (1988). Los numerales de la 
familia lingüística macrochibcha. 

x

Total de investigaciones realizadas en el periodo 1980-1989:  8

* La ficha bibliográfica completa de cada investigación se podrá encontrar en la Bibliografía. 
** RT = Reflexiones teóricas. SC = Sectores confiables. RAC = Relacionadas con aulas de clases.  
SM = Sectores marginalizados. CM = Campesinos mestizos. CA = Campesinos afrodescientes. SI = 
Sectores indígenas.
*** En Blanco (2006), más la consecución de otros documentos, se puede mostrar una proliferación 
de estudios etnomatemáticos entre las décadas de los ochenta y la de los noventa.
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Continuación de la Tabla 1 

Periodo Investigación 
Tipo de investigación

RT SC RAC SM CM CA SI

1990-1999

Páramo, Guillermo (1993). Mito, lógica y geometría. 
Algunas razones para la aplicación de métodos x

Albis. S. y Clara Sánchez (1990). Una aplicación de 
los grupos de simetría a la conformación de periodos 
y subperiodos estilísticos en la cerámica de la región 
central de Panamá. 

x

Albis, Víctor Manuel (1995). Los grupos de simetría y la 
arqueología. x

Albis, Víctor Manuel (1990). La división ritual de la 
circunferencia. Una hipótesis fascinante. x

Páramo, Guillermo (1994). Mito y consistencia lógica. x
Mariño, Germán (1990). La resta desde los sectores 
populares.  x

Alvaro Pedrosa, A. (1990). Proyecto escritura y circu-
lación del papel en contextos marginales e incipien-
temente iletrados. Tema: prácticas matemáticas en la 
escritura caligráfica y tipográfica. 

x

El equipo pedagógico (1990). Experiencia Fundación 
Pepazo: ¿Para qué la matemática en la educación 
básica alternativa de jóvenes y adultos del sur-oriente 
de Bogotá? 

x

Buenaventura, N. (1990). Trabajo en alfabetización 
matemática con bases sindicales y campesinas. x

Castrillón, A. (1990). Experiencia: Instituto Mayor 
Campesino-IMCA. x

Jiménez, J. (1990). La matemática dentro del currículo 
de educación básica para adultos. x

Bedoya, E. (1990). Una experiencia y una propuesta 
para la enseñanza de las matemáticas. x

Castaño, J. (1990). ¿Hay que indagar más allá de las 
formas de operar que tienen los adultos iletrados? x

Mesa, Orlando y Pareja, Gabriel (1990). Experiencia 
CLEBA. x

Mesa, Orlando y Pareja, Gabriel (1990). La resta o subs-
tracción. x

Higuera, C. (1990). Seminario Taller Capacitación de 
educación popular básica de jóvenes y adultos. Las 
matemáticas, componente clave en el proceso de 
alfabetización. 

x

Velasco, J. (1992). La matemática de los motilones o 
baríes. Lecturas Matemáticas 13. x

Higuera. C. (1994). La Yupana: un ejemplo de lo histó-
rico como elemento pedagógico. x
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Bedoya, E. (1995). El conocimiento lógico-geométrico 
implícito en la cestería de los EperaraSiapidara. 
Programa de Etnoalfabetización. 

x

Ochoa, R. & Peláez, J. (1995). La matemática como 
elemento de reflexión comunitaria Pueblo Dule. x

Total de investigaciones realizadas en el periodo 1990-1999: 20 

Continuación de la Tabla 1. 

Periodo Investigación 
Tipo de investigación

RT SC RAC SM CM CA SI

2000-2010

Mariño, Germán (2003). La educación matemática de 
jóvenes y adultos. x

Blanco, Hilbert (2006). La etnomatematica en Colombia. 
Un programa en construcción. x

Blanco, Hilbert (2008). Entrevista al Prof. Ubiratan 
D’Ambrosio. x

Blanco, Hilbert. (2008). El papel de la Red 
Latinoamericana de Etnomatemática en la conformación 
de una comunidad académica. 

x

Blanco, Hilbert (2008). La Educación Matemática desde 
un punto de vista sociocultural y la formación de licen-
ciados en matemáticas y etnoeducadores con énfasis en 
matemáticas. 

x

Blanco, Hilbert y Aldo Parra (2009). Entrevista al profesor 
Alan Bishop. x

Parra, Aldo. (2009, 2012). Matemáticas en el mundo 
Nasa*. x

Suarez, Ivonne (2009). Etnomatemática, Educación 
Matemática e Invidencia. x

Urbano, Ricardo (2010). Geometría en las esculturas del 
Parque Arqueológico de San Agustín. x

Aroca, Armando (2005). Una propuesta de enseñanza de 
geometría desde una perspectiva cultural. Comunidad 
indígena Ika-Sierra Nevada de Santa Marta. 

x

Aroca, Armando. (2008). Una propuesta metodológica 
en etnomatemáticas. x

Aroca, Armando (2008). Pensamiento geométrico en las 
mochilas arhuacas. x

Aroca, Armando (2008). Análisis a una Figura Tradicional 
de las Mochilas Arhuacas: Comunidad Indígena Arhuaca. 
Sierra Nevada de Santa Marta, Colombia. 

x

Aroca, Armando (2009). Geometría en las mochilas arhua-
cas. Por una enseñanza de las matemáticas desde una 
perspectiva cultural. 

x

Aroca, Armando (2010). Una experiencia de formación 
docente en Etnomatemáticas: estudiantes afrodescen-
dientes del Puerto de Buenaventura, Colombia.

x



124	 Educación Matemática, vol. 25, núm. 1, abril de 2013

Los escenarios de exploración en el Programa de Investigación en Etnomatemáticas

Barboza, J. y Ramírez, M. (1999, 2000). Etnomatemática: 
una alternativa pedagógica por explorar. x

Organización Indígena de Antioquia. Currículo Dule** 
(2000). x

Total de investigaciones realizadas en el periodo 2000-2010: 17

 * Excelente trabajo que muestra cómo académicos e indígenas pueden, en conjunto, revitalizar y 
legitimar parte del pensamiento matemático de un pueblo en actividades como medir, contar, jugar, 
diseñar, explicar, localizar y explicar.

 ** Se supo de algunos textos desarrollados a partir de 1978 por los indígenas Ticuna, Wayúu, Nasa 
y Arhuacos, pero no fue posible encontrar su referencia bibliografía, pues, al parecer, solo circularon 
en la propia comunidad. 

La Tabla 1 registra 45 investigaciones, las cuales fueron tomadas en su 
mayoría de Blanco (2006), o de la Revista Latinomaericana de Etnomatemáticas, 
más los aportes que hicieron otros investigadores colombianos, quienes publi-
caron en otros espacios sus trabajos.26 Y como se podrá notar, la década de los 
ochenta refleja el inicio sistemático de investigación en el campo de las etnoma-
temáticas, siendo en la de los noventa donde se diversifican las investigaciones 
y las reflexiones teóricas dejan de ser dominantes. Es decir, los educadores 
matemáticos salen de sus escritorios para dar mayor significado a las matemá-
ticas como un producto cultural. En consecuencia, en la Figura 2 se puede notar 
el comportamiento de estos escenarios de exploración en cada una de las tres 
décadas escogidas. Sin duda alguna, hoy día la cantidad de investigaciones en 
el Programa de Investigación en Etnomatemáticas va en aumento, y no es solo 
iniciativa de profesores investigadores, sino también de profesores en formación, 
lo cual se puede verificar en los trabajos de grado que reposan en las bibliote-
cas de las universidades colombianas. 

26   Entre ellos Aldo Parra, Hilbert Blanco, Diana Jaramillo y Carolina Tamayo. 
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Figura 2.  Comparación entre las décadas de 1980, 1990 y la primera década del  

siglo XXI, con respecto al desarrollo de investigaciones sobre etnomatemáticas urbanas y 

etnomatemáticas rurales

Analizando la Figura 2, se nota que el predominio para la década de los 
ochenta fue teórico; aquellas investigaciones que incorporaron trabajo de 
campo, lo hicieron solo con sectores marginalizados. Los saberes o prácticas 
analizados, en su mayoría, no eran vinculados con la educación matemática. 
Y las formas matemáticas de hacer, pensar y comunicar de las comunidades 
indígenas, campesinas o afrodescendientes rurales, no revestían aún impor-
tancia en la investigación. Para la década de los noventa el trabajo de campo 
se diversifica más y se reducen las investigaciones de reflexión teórica. Tienen 
mayor presencia las investigaciones en sectores marginalizados, así como las 
experiencias relacionadas con aulas de clases y las comunidades indígenas. 
Pero en la primera década del siglo XXI se nota cómo el escenario de investi-
gación en los sectores marginalizados disminuye a cero, que es precisamente 
cuando migran los desplazados del país. En las investigaciones que fueron 
hechas sobre los indígenas, los autores tenían un vínculo con la comunidad, 
bien de carácter laboral, bien académico, mientras que las investigaciones solo 
de reflexión teórica aumentaron considerablemente. Las investigaciones con 
campesinos afrodescendientes a finales de la primera década del silgo XXI aún 
no se conocían. ¿A qué se debió esto? Una de las variables pudo ser la degra-
dación del conflicto armado, ocurrida en la primera década de dicho siglo, pero 
no se pueden desconocer otras influencias como la perspectiva de análisis de 
la educación matemática desde aspectos socioculturales, que implicaron más 
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reflexiones de corte teórico, al haber una influencia mundial por los desarrollos 
en este campo por parte de Ubiratan D’Ambrosio o las políticas institucionales o 
gubernamentales en torno a la investigación, más la incipiente, pero progresiva 
comunidad de educadores matemáticos que investigan en este campo. 

El impacto que las investigaciones en etnomatemáticas de la Tabla 1 han 
tenido en la Educación Matemática fue analizado por Blanco (2006). Sus reper-
cusiones locales, regionales o nacionales se expresaron de diversas formas; 
algunos de estos impactos fueron la construcción de materiales de matemáticas 
dirigidos a los campesinos o a comunidades indígenas lo que, en algunos, casos 
llevó a que ellos mismos realizaran posteriormente sus propios textos de enseñan-
za bilingües (en su lengua y en español), como son los casos de los pueblos Dule, 
Nasa, Arhuaco (Ika) y otros del Vaupés. Los propósitos de estas comunidades 
eran, también, contribuir a la preservación de la identidad cultural, al tratar de 
incorporar en la enseñanza de las matemáticas formas de conteo o medición 
tradicionales. Estas investigaciones también aportaron a la adaptación didáctica 
de elementos prehispánicos como la Yupana para la enseñanza de operacio-
nes de suma, resta y multiplicación; a la enseñanza del concepto de función 
en el grado octavo de educación básica de las escuelas de la región (mediante 
el uso de diseños decorativos actuales que usan indígenas del Vaupés); a la 
capacitación de profesores indígenas, campesinos y adultos mayores de sectores 
marginalizados de algunas ciudades del país; a la elaboración de textos que 
integraron la lectoescritura con las matemáticas para la alfabetización de colo-
nos, o el análisis de formas de razonar, contar y medir de algunos oficios que 
se desarrollan en los barrios de las ciudades o municipios como la carpintería, 
ebanistería, albañilería, modistería, etc. Estos textos muestran otras formas de 
pensar matemáticamente y enseñan, tanto a estudiantes como a profesores, que 
las matemáticas son un producto cultural.

Algunas conclusiones

Puesto que es importante que las matemáticas escolares estén vinculadas con 
la vida, con la realidad o con el entorno sociocultural de los estudiantes, ¿por 
qué no indagar más sobre esa relación por medio de situaciones concretas, 
prácticas sociales u oficios que aún hoy siguen siendo muy diversos y ricos en 
formas de pensar, de hacer y de comunicarse, en particular en sectores margi-
nalizados y rurales?



Educación Matemática, vol. 25, núm. 1, abril de 2013	   127

Armando Aroca Araújo

Es claro que el desplazamiento forzado de comunidades obliga a abandonar 
no solo las tierras, sino también las formas de vivir y sobrevivir. En tal sentido, 
se puede afirmar que este tipo de violencia implica mutaciones, exterminio, 
o simplemente adaptación de las etnomatemáticas rurales a los sistemas de 
desarrollo o supervivencia que plantean los empleos o subempleos de las zonas 
citadinas, que se caracterizan por utilizar las etnomatemáticas urbanas. Sin 
embargo, aún subsisten las etnomatemáticas rurales y de sectores marginaliza-
dos que pueden ayudar a consolidar la Reserva Etnomatemática Nacional. Pero 
en Colombia, por ahora, se desconoce parte de ellas.

Entre estas etnomatemáticas están las formas de hacer nudos, las maneras 
de canalizar el agua en diversas topografías, unidades de longitud propias, 
estrategias para medir y contar, formas de medir el tiempo y el espacio; los 
juegos de niños campesinos de comunidades apartadas; juegos tradicionales 
indígenas; modos de calcular cosechas y medir terrenos; formas de pesar; des-
cripciones y razonamientos acerca de los movimientos de la luna, la traslación 
y rotación de la tierra alrededor del sol; mitos y leyendas con una estructura 
lógica tal vez diferente a la proposicional; palabras numéricas y espaciales en 
diversos lenguajes o hablas; formas de inferir; diseño y empleo de instrumentos 
musicales o de herramientas de trabajo, entre otras. 

Todas estas formas de pensar, hacer y comunicar, antes de que el despla-
zamiento forzado u otras expresiones de la violencia o la globalización, en su 
tendencia de homogeneización, las transformen o uniformen, pueden servir 
para la historia de las matemáticas, la educación matemática, la ciencia, o inclu-
so para el mismo desarrollo de las comunidades, dotando de mundo sensible, 
referentes y prácticas del contexto a la educación. Y solo en la convicción de 
los investigadores o profesores y en el empeño de superación de los colom-
bianos, como lo plantea Fals (1986: 90), está la posibilidad real de conocer las 
etnomatemáticas rurales y las etnomatemáticas urbanas que nuestro pueblo 
ha desarrollado, para enriquecer y comprender mejor aquello que llamamos, 
en educación matemática, los problemas de aplicación en la realidad de los 
estudiantes. Vamos por ellas.
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Ensayos

El rol del cuerpo en la construcción  
del concepto Espacio Vectorial
 
Marcela Parraguez González

Resumen: La investigación que se reporta a continuación utiliza la Teoría APOE 
como marco teórico y metodológico con el objetivo de explicar el rol del cuerpo 
(o campo) en la construcción del concepto espacio vectorial. Las tres componen-
tes propuestas por el ciclo de investigación –descomposición genética; diseño 
y aplicación de instrumentos, y análisis y verificación de datos– determinan 
la estructura general del estudio. Resultados obtenidos indican que el rol del 
cuerpo en la construcción del concepto espacio vectorial está vinculado, a través 
de la combinación lineal de vectores, con la existencia de vectores linealmente 
independientes.

Palabras Clave: Teoría APOE, espacio vectorial, cuerpo.

The role of the field in the construction of the concept of Vector Space
Abstract: The research reported here uses the APOE theory as theoretical and 
methodological framework, in order to explain the role of the field in the con-
struction of the vector space concept. The three components proposed by the 
research cycle –genetic decomposition, design and application of instruments 
and data analysis and verification– determine the overall structure of the study. 
The results obtained indicate that the role of the field in the construction of vec-
tor space concept is linked with the existence of linearly independent vectors, 
through the linear combination of vectors.

Key words: APOS Theory, Vector Space, Field

Fecha de recepción: 11 de agosto de 2011. Fecha de aceptación: 26 de marzo de 2013.

Antecedentes

El concepto de espacio vectorial, de gran importancia en álgebra lineal, ha 
recibido atención de los especialistas en diferentes países. Investigadores 
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franceses (Dorier, Robert, Robinet y Rogalski, 1997) hacen referencia al obstá-
culo del formalismo. Este obstáculo ocurre cuando los estudiantes tratan de 
manipular mecánicamente números, vectores, ecuaciones, coordenadas, etc. Es 
decir, cuando se encuentran bajo una avalancha de nuevas palabras símbolos, 
definiciones y teoremas”.

Estos autores concluyen que “para la mayoría de los estudiantes, el álge-
bra lineal no es más que un catálogo de nociones muy abstractas que ellos 
nunca pueden imaginarse” (Dorier, Robert, Robinet, y Rogalski, 1997: 116). Así 
también, se ha reportado que el discurso matemático escolar del álgebra lineal 
privilegia el tratamiento algorítmico a través de las llamadas técnicas de reso-
lución, en desmedro de la comprensión conceptual de nociones básicas (Dorier 
y Sierpinska, 2001). Otras investigaciones apuntan a las dificultades que los 
estudiantes tienen cuando están aprendiendo el concepto de espacio vectorial 
y la construcción esquema en sus tres niveles: Intra, Inter y Trans del concepto 
espacio vectorial (Parraguez y Oktaç, 2010).

Marco Teórico: Teoría APOE

El uso de la Teoría APOE (Acciones, Procesos, Objetos y Esquemas) para explicar 
la construcción de los conceptos de Álgebra Lineal es relativamente reciente 
(Trigueros y Oktaç, 2005; Oktaç, Trigueros y Vargas, 2006; Kú, Trigueros y Oktaç, 
2008; Parraguez y Oktaç, 2010; Roa y Oktaç, 2010), aunque este acercamien-
to teórico ha sido usado con éxito en investigaciones relacionadas con el 
aprendizaje de conceptos matemáticos del Cálculo, Análisis, Álgebra Abstracta, 
Matemática Discreta y Lógica. La Teoría APOE está interesada en las construc-
ciones mentales de los estudiantes cuando están aprendiendo un concepto 
matemático. Cuando se está usando esta teoría, los investigadores primero 
hacen una descripción de un modelo que explica el camino que los estudiantes 
pueden seguir en la construcción de los conceptos propuestos.

Este modelo es conocido como la descomposición genética (Asiala et al., 
1996; Roa y Oktaç, 2010) y consiste en construcciones mentales (Acciones, 
Procesos, Objetos y Esquemas) y mecanismos mentales (tales como asimi-
lación, interiorización, encapsulación y coordinación) puestos juntos de una 
manera que permite explicar el aprendizaje del concepto en cuestión. Debe 
enfatizarse que la descomposición genética se da en términos de construccio-
nes cognitivas y de un análisis de conceptos del álgebra lineal a enseñar y no 
solo en términos de resultados matemáticos. Una vez planteadas estas ideas 
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básicas, a continuación se explican brevemente las principales nociones cogni-
tivas que se han utilizado en esta investigación, y que se pueden encontrar, por 
ejemplo, en Dubinsky et al. (1994), Asiala et al. (1997) y Brown, A., De Vries, D., 
Dubinsky y Thomas (1997).

Se hace referencia a una concepción acción de un concepto cuando el 
estudiante puede realizar cálculos y trasformaciones de objetos matemáticos 
como resultado de una indicación externa que le proporcione detalles precisos 
de los pasos a seguir, como por ejemplo, reemplazar números por variables en 
una fórmula, o bien cuando puede realizar múltiples pasos algorítmicos, siendo 
cada paso provocado por uno previo.

Cuando el estudiante reflexiona sobre estas acciones, puede pensar sobre 
los pasos sin tener que realizarlos explícitamente. En este caso, se dice que 
las acciones han sido interiorizadas y el estudiante muestra una concepción 
proceso. Dos o más procesos pueden ser coordinados para formar un nuevo 
proceso.

Cuando surge la necesidad de realizar transformaciones en estos procesos, 
el estudiante los encapsula en objetos y ahora puede aplicar acciones sobre 
esas nuevas entidades construidas. En este caso, se evidencia una concepción 
objeto del concepto en cuestión.

Finalmente, objetos, procesos y acciones relacionados con el concepto en 
cuestión forman una estructura coherente llamada esquema, que puede ser 
evocada para resolver situaciones problema. Un nuevo objeto puede ser asimi-
lado a un esquema existente; de esta manera se tiene un esquema ampliado 
para incluir nuevos objetos.

Según Piaget y García (1983, 1989), el desarrollo cognitivo de los esquemas, 
que lleva a la comprensión o construcción de los conceptos, pasa por tres nive-
les –la tríada Intra, Inter y Trans–. El nivel de evolución de un esquema se deno-
mina Intra cuando la concepción objeto del concepto se mantiene aislada de 
otras acciones, procesos, objetos y esquemas. Por ejemplo, el estudiante puede 
verificar si diferentes conjuntos pueden ser espacios vectoriales o no, pero no 
ve la estructura inherente de espacio vectorial en todos ellos. En el nivel Inter 
de evolución de un esquema, el objeto comienza a tener relaciones estructu-
rales con otros conceptos; en el caso de los espacios vectoriales, hay algunas 
conexiones con sub-espacios, transformaciones lineales, bases, etc. En el nivel 
Trans el estudiante construye la estructura o modelo con todos sus vínculos que 
subyace en la actividad que está desarrollando.
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Una Descomposición Genética del concepto Espacio Vectorial  
y el Rol del Cuerpo en su Construcción

En lo que sigue, se considera que (V, +, ⊙) es un espacio vectorial sobre el 
cuerpo 𝕂 si y solo si: (V, +) es un grupo abeliano.

⊙ : 𝕂 1.	 × V →V, es una función que cumple:
(a) (∀ a ∈ 𝕂) (∀ x, y ∈ V) (a ⊙ (x + y) = a ⊙ x+ a ⊙ y)
(b) (∀ a, b ∈ 𝕂) (∀ x ∈ V) ((a+b) ⊙ x =a ⊙ x+ b ⊙ x)
(c) (∀ a, b ∈ 𝕂) (∀ x ∈ V) ((ab) ⊙ x =a ⊙ (b⊙ x))
(d) (∀ x ∈ V) (1 ⊙ x = x)
		

Además, la estructura algebraica (𝕂, +, *), es cuerpo si y solo si: 

(i) (𝕂, +) es un grupo abeliano;
(ii) (𝕂 — �0�, *) es un grupo abeliano y
(iii) * distribuye con respecto a la +.

Tomando como antecedente el trabajo realizado por RUMEC (Research in 
Undergraduate Mathematics Education Community), en Parraguez y Oktaç 
(2010), se presenta una descomposición genética que modela un posible cami-
no mediante el cual los estudiantes pueden construir el concepto espacio vecto-
rial. En ese trabajo se describen tanto las construcciones como los mecanismos 
mentales que podrían tener lugar cuando los estudiantes están aprendiendo 
este concepto, centrándose por un lado en la coordinación entre la suma de 
vectores y la multiplicación de un vector por un escalar, y por otro en la relación 
del esquema espacio vectorial con conceptos independencia lineal y base de 
un espacio vectorial.
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Operación Binaria
Función  

(Esquema)
Conjunto 

(Esquema)

Aplicar Operación Binaria a 
elementos específicos de un 

conjunto  (Acción)

INTERIORIZACIÓN

Aplicar Operación Binaria 
a elementos –cualesquiera–  

del conjunto. (Proceso)

Axiomas en General  
(Esquema)

ENCAPSULACIÓN ASIMILACIÓN

Conjunto con Operación Binaria   
que satisface axiomas  

(Objeto)

Cuerpo 
Conjunto con dos Operaciones Binarias 

diferentes (Objeto)

Suma Multiplicación por escalar

Conjunto con una Operación  
sobre un cuerpo (Objeto)

Conjunto con una Operación Binaria   
(Objeto)

Coordinación  
(mediante leyes distributivas)

Conjunto con dos Operaciones  (una sobre un cuerpo)  
que satisface axiomas 

(Objeto) 

INTRA INTER TRANS

Objetos, procesos, acciones, 
 y esquemas aislados.

Relaciones a través de subespacios,  
combinaciones lineales, 

bases, etcétera.

Los esquemas pueden ser evocados  
cuando sean necesarios para resolver  

problemas. Están conscientes  
de la estructura. 

Figura 1. Descomposición genética del concepto espacio vectorial como esquema  
(Parraguez y Oktaç, 2010: 215)
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De acuerdo a la Descomposición Genética presentada en Parraguez y Oktaç 
(2010) el concepto espacio vectorial es un esquema construido fundamental-
mente por la relación de tres esquemas: conjunto, operación binaria y axioma, 
junto con la coordinación de los procesos que subyacen al objeto suma de 
vectores y al objeto multiplicación por escalar, y los axiomas que involucran la 
suma de vectores y la multiplicación por escalar, permitiendo emerger un nuevo 
objeto que puede ser llamado espacio vectorial. (Ver Figura 1).

En Parraguez y Oktaç (2010) se describe la construcción del objeto espacio 
vectorial; es decir, la descomposición genética que corresponde a la coordina-
ción entre los procesos operaciones suma y multiplicación por un escalar, que 
junto a su axiomática definen al espacio vectorial como objeto. Los resultados 
de esta investigación muestran que cuando los estudiantes carecen de las cons-
trucciones descritas en la descomposición genética como prerrequisito, se hace 
muy difícil que desarrollen un esquema suficientemente fuerte del concepto 
espacio vectorial.

Con base en la descomposición genética presentada anteriormente, en este 
artículo se discutirá el papel que juega el cuerpo para la comprensión profunda 
del concepto espacio vectorial. Cuando se dice “comprensión profunda” se está 
pensando que las siguientes construcciones y mecanismos mentales estarían 
involucrados: 1) interiorizar acciones, 2) coordinar dos o más procesos de modo 
que los estudiantes respondan a situaciones en las que lo necesitan y 3) encap-
sular procesos.

Como se ha explicitado en la descomposición genética previamente presen-
tada, es importante observar si el estudiante muestra las construcciones menta-
les necesarias respecto al cuerpo, y al papel que este juega en la construcción 
del concepto del espacio vectorial. Al respecto, es posible señalar que un cuerpo 
es un conjunto con dos operaciones binarias diferentes, construido de manera 
similar al del concepto espacio vectorial; es decir, para construir el concepto de 
cuerpo, un estudiante empieza por activar sus construcciones mentales acerca 
de los conjuntos y la operación binaria. Esto implica que el estudiante aplica una 
operación binaria específica a pares de elementos específicos de un conjunto, 
como una acción. Esto es, dados dos elementos de un conjunto específico y una 
operación binaria determinada, puede encontrarse el elemento resultante. Esta 
acción es interiorizada en un proceso que implica pensar sobre lo que la ope-
ración binaria hace a todos los elementos de un conjunto, de manera general. 
Después, este proceso es encapsulado en un objeto al cual el estudiante puede 
aplicar acciones. En este punto el objeto “conjunto con operación binaria” puede 
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ser asimilado por el esquema de axiomas (el cual contiene cuantificadores) para 
dar lugar a un nuevo objeto que es un conjunto con una operación binaria que 
satisface axiomas. El estudiante puede verificar si todos los axiomas de grupo 
abeliano se satisfacen o si hay algunos que no se cumplen. Los objetos que 
son conjuntos con dos tipos de operaciones (suma y multiplicación) pueden 
ser coordinados a través de los procesos que los relacionan y los axiomas de 
distributividad que involucran ambas operaciones, para que emerja un nuevo 
objeto que puede ser llamado cuerpo.

Aspectos Metodológicos

Estudiantes participantes en la investigación

Los participantes fueron diez voluntarios de la carrera de Licenciatura en 
Matemática de una universidad latinoamericana en Chile: seis de cuarto semes-
tre (cursaban Álgebra Lineal 1) y cuatro de octavo semestre (cursaban Teoría 
Algebraica de Números).

La totalidad de ellos había cursado la asignatura Álgebra y Geometría1. Este 
es un curso inicial de Álgebra Lineal, con énfasis en las aplicaciones sobre 
espacios geométricos de dimensiones dos y tres, que se propone el manejo de 
métodos del Álgebra Lineal, tanto en el ámbito de la resolución de sistemas de 
ecuaciones lineales como en el de problemas elementales al alcance de esos 
métodos. El estudiante se prepara así para un estudio más avanzado en el 
tópico y se provee, además, de una herramienta para el cálculo de varias varia-
bles y de una conceptuación adecuada para el estudio de la geometría y las 
estructuras algebraicas.

En ese curso del plan común, el concepto de espacio vectorial suele introdu-
cirse mediante explicaciones relacionadas con la definición de espacio vectorial 
V sobre un cuerpo 𝕂. Dicho procedimiento de explicación consiste en aclarar 
qué significa que (V,+) tenga estructura de grupo, que 𝕂 tenga estructura de 
cuerpo y que V va a ser un 𝕂-espacio vectorial, si y solo si cumple con las 
propiedades (a), (b), (c) y (d) de la página 136. 

Los estudiantes que participaron en el estudio habían trabajado los con-
tenidos básicos del Álgebra Lineal: sistemas de ecuaciones lineales, espacios 
vectoriales y transformaciones lineales. Sin embargo, tomando en cuenta las 

1   Del plan común –primer año– de las carreras de Pedagogía en Matemática y Licenciatura en 
Matemática.
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consideraciones expuestas arriba, esto no necesariamente implica una com-
prensión profunda de los conceptos involucrados.

Diseño de instrumentos para la recolección de datos

Se discutirá, con base en la descomposición genética anterior, el papel que 
juega el cuerpo 

Para recopilar la información que permita discutir, con base en la descom-
posición genética realizada por Parraguez y Oktaç, el papel que juega el cuerpo 
para que los estudiantes logren una comprensión profunda del concepto espacio 
vectorial, se diseñaron entrevistas semiestructuradas de seis preguntas, en las 
que cada pregunta fue creada con la intención de examinar construcciones 
mentales específicas dispuestas en la Figura 1. En la pregunta 1:	

	 Pregunta 1

	 ¿ℤ 3
5   es un subespacio vectorial de ℝ3?,

fue diseñada con la intención de observar si el estudiante aplica una operación 
binaria específica a pares de elementos específicos de un conjunto, como una 
acción o un proceso, para mostrar primero que ℤ5 no es un subcuerpo de ℝ, y 
en segundo lugar mostrar que ℤ 3

5  no es subespacio vectorial de ℝ3
. 

Por otro lado, la Pregunta 2:

¿Es posible que exista un espacio vectorial que tenga solo dos elementos?

fue diseñada con el propósito de observar algunos elementos de las construc-
ciones mentales que hace el estudiante hasta la evolución de esquema a un 
nivel Inter de espacio vectorial. Pero también, en esta pregunta, subyace una 
conexión importante, de identificar operaciones y propiedades (de la página 
136), cuando cuerpo y espacio vectorial sean el mismo conjunto, en el esquema 
correspondiente. Esto permite observar si el estudiante muestra las construc-
ciones necesarias respecto del cuerpo y el papel que juega el cuerpo en la 
definición del espacio vectorial.

Cuando el estudiante reflexiona sobre los axiomas para construir un ejemplo, 
significa que percibe al conjunto de axiomas como una totalidad y se da cuenta 
de las propiedades de la estructura llamada espacio vectorial. Esto indica que, 
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para contestar esta pregunta, el alumno, por un lado, necesita una concepción 
proceso para construir ejemplos concretos de espacios vectoriales y, por otro, 
haber encapsulado dicho proceso para poder pensar en el cumplimiento de pro-
piedades en aquellos ejemplos que las satisfacen. También, si el estudiante es 
capaz de argumentar que el espacio vectorial con dos elementos no es único;2 
es decir, si se da cuenta de que puede haber más de un espacio vectorial con 
dos elementos y puede dar ejemplos concretos de sus afirmaciones, se conside-
rará que muestra una concepción objeto, ya que ha encapsulado el proceso de 
averiguar axiomas para que un conjunto llegue a constituir un espacio vectorial. 
Aunque no está incluido en la pregunta explícitamente, podría resultar útil iden-
tificar en sí mismo un cuerpo con un espacio vectorial, para mostrar los niveles 
de esquema. Por ejemplo, el estudiante evidenciará un nivel Inter respecto del 
esquema de espacio vectorial, si establece relaciones entre la estructura alge-
braica de un cuerpo y la estructura algebraica de un espacio vectorial, llegando 
a concluir que “todo cuerpo es un espacio vectorial sobre sí mismo”.

La Pregunta 3:
	
Si 𝕂 = ℤ 3 y V= �(x, x, x) ‌ | x ∈ 𝕂 � con la suma y el producto modulo 3. 

¿Es v un espacio vectorial sobre 𝕂?,

fue elaborada para mostrar cómo el estudiante encapsula el proceso de trabajar 
con espacios vectoriales finitos donde las operaciones que lo definen son no 
usuales, sobre un cuerpo finito.

2   Otros espacios vectoriales con dos elementos sobre cuerpos distintos serían, por ejemplo:
 (i) V = �-1,1� sobre ℝ con las operaciones:

 Suma: v1 + v2 = v1 v2, para todo v1 v2 ∈ V
 Multiplicación por Escalar: α ⦁ v = 1, para todo v ∈ V y para todo α ∈ ℝ

 (ii) V = �-1,1� sobre ℤ2 con las operaciones:
 Suma: v1 + v2 = v1 v2, para todo v1, v2 ∈ V
 Multiplicación por Escalar:  0 ⦁ 1 = 1, 0 ⦁ (-1) = 1, 1⦁1 = 1, 1 ⦁ (-1)=-1
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La Pregunta 4:

¿ℝ es un espacio vectorial sobre ℚ? (con las operaciones usuales, donde ℚ 
representa al conjunto de los números racionales),

fue diseñada para mostrar cómo el estudiante encapsula el proceso de trabajar 
el espacio vectorial sobre un subconjunto de él. A partir de los argumentos 
dados por los estudiantes, se espera tener un panorama general acerca de las 
construcciones mentales de los alumnos, respecto al rol que juegan el espacio 
vectorial y el cuerpo de los escalares, cuando hay una inclusión entre los dos 
conjuntos.

La Pregunta 5:
	

¿ℚ es un espacio vectorial sobre ℝ? (con las operaciones usuales, donde ℝ 
representa al conjunto de los números reales), 

fue elaborada para mostrar cómo el estudiante desencapsula el objeto espacio 
vectorial sobre el cuerpo de los números reales.

Consideramos que la construcción del cuerpo se da en forma paralela 
e implícita a la construcción del concepto espacio vectorial. Por eso utilizaremos 
las cinco preguntas anteriores correspondientes a la entrevista que ocupamos 
para documentar la descomposición genética anterior, Parraguez y Oktaç (2010), 
y que guardan relación con el cuerpo.

La Pregunta 6 está conformada por los siguientes incisos:

Sea ℝ2 un ℝ-espacio vectorial y 
L�ℝ2, ℝ2� = � f: ℝ2→ℝ2∣ f es una transformación lineal�. 
Se definen las siguientes operaciones:

Suma  +: ℝ2 × ℝ2→ℝ2

	     �(a,b), (c,d)�→ � a + c, b + d� 

Multiplicación por escalar	 ⨀ : L �ℝ2, ℝ2� × ℝ2 → ℝ2

				     (f, x) → f ⨀ x = f (x)



Educación Matemática, vol. 25, núm. 1, abril de 2013	   143

Marcela Parraguez González

Si sabemos que �ℝ2, +� es un grupo abeliano, 

¿Qué axiomas faltan para que a)	 ℝ2 sea un espacio vectorial sobre L�ℝ2, ℝ2�?, 
¿se cumplen dichos axiomas?
¿El conjunto b)	 �(1,0), (01)�. es linealmente independiente bajo la suma y la 
multiplicación por escalar definidas anteriormente?
Comente y justifique.c)	

Es importante hacer notar que esta última pregunta no forma parte del 
grupo de preguntas diseñadas para documentar la descomposición genética 
de la Figura 1, sino que fue creada explícita y puntualmente para indagar con 
más profundidad cómo estudiantes que trabajan bien con operaciones usuales 
que definen al espacio vectorial y que conocen las definiciones de base de un 
espacio vectorial y conjuntos linealmente independientes quedan, sin embargo, 
atrapados en operaciones no usuales, porque no manejan la estructura de 
grupo y de combinación lineal que subyace a estos conceptos, donde la estruc-
tura algebraica de cuerpo como objeto forma parte importante de este anda-
miaje estructural; por ende, los argumentos proporcionados por los estudiantes 
estarían evidenciando construcciones mentales específicas relacionadas con la 
construcción del cuerpo.

Se debe subrayar que esa pregunta se convertirá en el objeto de observación 
más importante para mostrar las evidencias que dan los estudiantes, con res-
pecto al rol del cuerpo en la construcción del concepto espacio vectorial.

Análisis y verificación de datos

A partir de la descomposición genética presentada en la Figura 1, se analizan 
los resultados detectando qué elementos no han sido considerados o en cuáles 
de las construcciones dadas hipotéticamente en dicha figura, se muestra el rol 
que juega el cuerpo en la construcción del concepto espacio vectorial como 
esquema. Esto está hecho para las construcciones mentales específicas con 
las que cuenta el análisis teórico, dispuesto en la Figura 1, y que son las que 
sustentan la construcción del concepto espacio vectorial y cuerpo: conjunto, 
operación binaria y axioma, como esquema.

A continuación se dan a conocer resultados de las entrevistas para ver en 
detalle las construcciones y mecanismos mentales que parecen estar haciendo 
los estudiantes en la construcción del concepto espacio vectorial, y documentar 
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así el rol del cuerpo en la construcción. En los extractos que siguen, los estu-
diantes son numerados de ES1 a ES10 y el entrevistador es E.
Algunos ejemplos de la entrevista

La entrevista estuvo orientada a observar cómo y hasta dónde los estudiantes 
podían prestar atención a la estructura algebraica sobre la cual un espacio 
vectorial define sus escalares. En la pregunta 6 de la entrevista, juega un papel 
importante el cuerpo en el esquema de espacio vectorial. Por eso esta pregunta 
es relevante para documentar si el estudiante muestra las construcciones men-
tales necesarias respecto al cuerpo y el papel que este juega en la construcción 
del concepto espacio vectorial, como se ha previsto en la descomposición gené-
tica. En relación con esto, un conflicto que puede presentarse es que no le cause 
ningún problema al estudiante que la multiplicación por escalar está definida 
sobre un anillo que no es un cuerpo.

En el siguiente extracto vemos que el estudiante 5 reflexiona sobre la rela-
ción que existe entre las dos operaciones. Él fue el único de los diez estudiantes 
entrevistados que reflexionó sobre el conjunto donde se definen los escalares. 
Al respecto señaló:

[127ES5]	 O sea, por lo que yo conozco, en este conjunto de las funciones linea-
les está… La multiplicación es la composición, o sea, por lo general, no 
sé si habrá otra; creo que hay otras cosas como algo de convolución, 
creo que me han dicho unos profesores, nunca he visto eso pero 
bueno… Me guío según lo básico, la suma de funciones que siempre 
está definida y la multiplicación no es –que sería la composición–; de 
hecho, hay otras cosas por ejemplo: está la… una función se multiplica 
con un escalar real.

[128E]	 También, ¡no es cierto!
[128ES5]	 Sí.
[129E]	 Multiplicación por escalar. 
[129ES5]	 Claro, pero ahí entonces debería ser esto, debería ser un cuerpo de 

L�ℝ2, ℝ2� con la operación suma de funciones y la composición de 
funciones, ese es el cuerpo.

Posteriormente el ES5 comprobó uno a uno los axiomas (a), (b), (c) y (d) de la 
página 136, concluyendo que �ℝ2, +, ⨀� es un espacio vectorial sobre L�ℝ2, ℝ2�. 
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Para mirar la dependencia lineal del conjunto � (1,0), (01)� el ES5 recurre a la 
definición. Veamos un extracto de la entrevista para ver lo que sucede:

[142ES5]	 O sea, para ver si los vectores son linealmente independientes voy a 
utilizar la definición que conozco, pero con esas nuevas operaciones: 
f ⨀ (1,0) + g ⨀ (0,1) = (0,0) y si f y g son cero, entonces el conjunto 
es linealmente independiente.

[143E]	 Me podría especificar que cero son f y g.
[143ES5]	 Sí. Hum… Como f y g son funciones, entonces deben ser la función 

nula… Pero mi problema no es ese… ¡No sé cómo seguir!
[144E]	 ¿Cómo?... ¿Qué quiere decir?
[144ES5]	 Eso. Que no sé que más hacer… Solo puedo escribir 
	 f (1,0) + g (0,1) = (0,0) …pero, según yo recuerdo, estos vectores (1,0) y 

(0,1) en ℝ2 son linealmente independientes, pero con otras operacio-
nes… Pero no sé qué está pasando aquí.

Después de un rato, el ES5 le declara a la entrevistadora que no sabe cómo 
seguir, y es ahí donde esta interviene, diciendo lo siguiente:

[147E]	 ¿Podrías mirar si un solo vector es linealmente independiente?
[147ES5]	 A ver, lo voy a intentar con el (1,0)… Ah… Ese vector es linealmente 

independiente porque no es el vector nulo…
[148E]	 ¿Lo puedes probar?
[148ES5]	 Eeeeee… Si hago lo mismo que antes, pero con un vector, me queda 

f (1,0) = (0,0) …y f es una función lineal…
[149E]	 ¿Qué puedes decir de eso que has escrito?
[149ES5]	 No sé… Porque hay varias funciones lineales que al valorarlas en (1,0) 

me dan (0.0)… Pero, no logro darme cuenta… ¿Qué significa?

Para el ES5, como puede observarse a partir de los diálogos anteriores, fue 
imposible llegar a concluir que el conjunto �(1,0)� no es linealmente indepen-
diente y, por ende, no pudo responder lo que se preguntaba.

Con respecto a esta misma pregunta 6 de la entrevista, el resto de los estu-
diantes se limitó a enlistar los axiomas (ver figura 2), en relación a que L�ℝ2, ℝ2� 
es un cuerpo, como fue el caso del estudiante 3:
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Figura 2. Lista de axiomas que escribe el ES3

Este estudiante, posteriormente, procedió a averiguar si dichos axiomas se 
cumplían o no (ver figura 3), concluyendo que �ℝ2, +, ⨀� no es un espacio 
vectorial sobre L�ℝ2, ℝ2� .

Figura 3. ES3 verificando axiomas
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Y para el resto de las preguntas, el ES3 respondió y argumentó que  
�(1,0), (0,1)� es linealmente independiente, porque ese conjunto es la base canó-
nica para ℝ2.

Hasta el momento se puede decir que el ES5 y el ES3 están dando eviden-
cias de que han construido los procesos relacionados con los axiomas que con-
tienen ambas operaciones: suma de vectores y multiplicación por escalar, pero 
sin reflexionar sobre los procesos suma y producto que constituyen la estructura 
algebraica del conjunto de los escalares.

Detengámonos aquí para considerar lo siguiente: si la estructura está defi-
nida de manera que los vectores sean los elementos de ℝ2, pero los escalares 
pertenezcan al anillo L�ℝ2, ℝ2�, entonces no se cumple que 
(f ⨀ x = 0) ⇔ (f  = 0 ˅ x = 0) , siendo f ∈ L�ℝ2, ℝ2� y x ∈ ℝ2. 

En efecto, si consideramos x0 ∈ ℝ2 –� (0, 0) �, entonces por teorema de com-
pletación3 de la base existe y ∈ ℝ2 tal que � x0, y � es una base para ℝ2 (ℝ2 como 
ℝ espacio vectorial). Luego por el teorema fundamental del álgebra lineal existe  
f = ℝ2 → ℝ2 una función lineal tal que f (x0 ) = 0, pero f (y ) ≠ 0, entonces f no 
es la función nula.

Esto trae como consecuencia que ningún vector de ℝ2 es linealmente inde-
pendiente; por lo tanto, no hay base para ℝ2. ¿Por qué? Porque la estructura 
algebraica de los escalares es un anillo que no es un cuerpo.

Otra pregunta, la número 2 de la entrevista tenía el propósito de observar 
algunos elementos de las construcciones mentales que tiene el estudiante, 
hasta la evolución de esquema a un nivel Inter de espacio vectorial.

En la entrevista con el ES4 se obtuvo lo siguiente:

[63ES4]	 Es posible que exista un espacio vectorial que tenga solo dos elemen-
tos: sí.

[65E]	 ¿Cuál?
[64ES4]	 Así como de memoria, no me acuerdo.
[66E]	 Si tú dices sí, tienes que decir por qué piensas que sí. Si dices que sí, 

tu mente algo te está diciendo. ¿Y por qué sí?
[65ES4]	 Porque entre ellos puedo hacer las operaciones.

3   Sea V un espacio vectorial sobre K, con dimV=n, y un conjunto de vectores en V linealmen-
te independiente X={v1, ..., vr}, r < n, entonces existen vectores vr+1, ... , vn en V, tal que el conjunto  
{v1, ... , vn} es base de V.
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[67E]	 Pues, entonces, arguméntame el sí; no importa que no sea o si no me 
puedes decir cuál, pero tú tienes una razón para decirme que sí, esa 
razón necesito conocerla.

[66ES4]	 Porque entre ellos puedo hacer la operación, puedo emplear las ope-
raciones necesarias para ser un espacio vectorial.

[68E]	 Me tienes que nombrar qué operaciones estás pensando.
[67ES4]	 ¡Ah! Porque por ejemplo si tomo el caso de ℝ2, dos elementos de ℝ2, 

alguno en específico, entonces el cuerpo va a ser ℝ2 y puedo agarrar 
los elementos para multiplicar de ℝ.

[69E]	 Entonces, anota todo eso que me estás diciendo.
[68ES4]	 Prefiero contárselo.
 [70E]	 Es que yo en la respuesta necesito el argumento, necesito ponerlo 

ahí, el argumento, porque todos los estudiantes dan argumentos dis-
tintos.

[69ES4]	 … Necesarias para… Ah, no creo… Para…
[71E]	 ¿No te aventurarías a decir qué elementos tendrían que estar más o 

menos?
[70ES4]	 ¿Cuáles serían? Sí, plano, dos rectas que formen un plano.

En esta respuesta podemos apreciar un esquema débil de conjunto,4 el cual 
es un prerrequisito en la descomposición genética, que influye negativamente 
en la construcción del concepto de espacio vectorial.

Otro estudiante, el ES6, piensa que no es posible tener un espacio vectorial 
con dos elementos, ya que uno tiene que ser el elemento identidad para la 
suma, y el otro elemento, sumado con el mismo, estará “fuera del conjunto”. 
Este estudiante concluye que no es posible tener un espacio vectorial con un 
número finito de elementos. De acuerdo con el análisis, este estudiante tiene 
un esquema de operación binaria débil, que también es un prerrequisito; para 
construir el espacio vectorial como objeto, lo cual no le permite desarrollar 
algunas construcciones necesarias para tener un esquema de espacio vectorial 
fuerte,5 sustentado en la estructura algebraica del cuerpo.

Cabe aclarar que es la totalidad de la entrevista la que da una idea de las 
dificultades del estudiante para darse cuenta del rol que tiene el cuerpo en la 
construcción del concepto espacio vectorial y las concepciones que muestra; sin 

4   El esquema de un concepto es débil, cuando la coherencia de este lo es. La coherencia entendida 
según Dubinsky (1991) como una herramienta mental que permite determinar si una situación matemá-
tica se puede manejar con dicho esquema o no.

5  El esquema de un concepto es fuerte, cuando la coherencia (en el sentido de Dubinsky, 1991) lo es.
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embargo, estos diez estudiantes entrevistados han dado evidencias de que no 
han incorporado la razón de ser de un cuerpo en la estructura de espacio vec-
torial, ya que éstos quedaron ciegos a realidades compuestas estructuralmente, 
como argumentar que en la pregunta 6 el conjunto �(1,0), (0,1)� es linealmente 
dependiente.

Discusión

El proceso de investigación, seguido de entrevistar a algunos estudiantes, ha 
permitido llegar a la conclusión de que no hay una valoración de la estructura 
de cuerpo para construir el concepto espacio vectorial. Es decir, los estudiantes 
muestran un desmerecimiento por indagar en este conjunto con dos operacio-
nes binarias diferentes que satisfacen axiomas –llamado cuerpo–. Esto, aunque 
no se puede explicar completamente en terminología que utiliza la teoría APOE, 
se relaciona con una descoordinación, que se da entre los procesos que subya-
cen ente la concepción objeto de espacio vectorial y de cuerpo.

 

Prueba de ello es la afirmación que realiza el estudiante 5, para la primera 
parte de la pregunta 6:

[129ES5]	 Claro, pero ahí entonces debería ser... esto debería ser un cuerpo de 
L�ℝ2, ℝ2� con la operación suma de funciones y la composición de 
funciones, ese es el cuerpo.

En la afirmación [129ES5] el estudiante menciona y reconoce que para que 
ℝ2 sea un espacio vectorial sobre el conjunto L�ℝ2, ℝ2�, este último “debería 
ser un cuerpo”, y asume esto como un hecho, algo que debe ser así, razón por 

Espacio vectorial 
Conjunto con una Operación Binaria  

y una multiplicación por escalar,  
que satisface axiomas 

(Objeto)

Cuerpo 
Conjunto con dos Operaciones Binarias  

diferentes, que satisface axiomas 
(Objeto)

Descoordinación 
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la cual no siente la necesidad de demostrar ni verificar, procediendo a revisar 
cuestiones que le parecen más importantes, como los axiomas que definen al 
espacio vectorial.

El ES5 fue el único de los diez entrevistados que hizo mención explícita a las 
operaciones que definen a L�ℝ2, ℝ2� para que llegase a conformar un cuerpo, 
cuestión de cumplimiento imposible, y una de las razones es que L�ℝ2, ℝ2� con 
la operación compuesta de funciones no cumple la conmutatividad.

Este proceder de los estudiantes entrevistados para esta primera parte de la 
pregunta 6, muestra que ellos no toman conciencia de la importancia de esta 
estructura de cuerpo en la construcción del concepto espacio vectorial.

Una pregunta que se puede plantear es: ¿cómo podemos ayudar a que los 
estudiantes den importancia a la estructura de cuerpo en la construcción del 
concepto espacio vectorial?

Cada etapa de la descomposición genética presentada en esta investigación 
requiere atención para hacer las construcciones necesarias que demanda la 
concepción esquema del concepto espacio vectorial. Además, hay que enfrentar 
a los estudiantes a situaciones problemáticas que consideren operaciones suma 
y multiplicación por escalar diferentes a las usuales, para que ellos puedan 
reflexionar y analizar el porqué una estructura �𝕂, V, ⨁, ⨀� requiere de los 
axiomas:

α ⨀ �v 1⨁ v2� = �α ⨀ v1� ⨁ �α ⨀ v2�, donde α ∈ 𝕂 ˄ v1, v2 ∈ V
�α + β�⨂ v = �α ⨂ v� ⨁ �β ⨂ v�, donde α, β ∈ 𝕂 ˄ v ∈ V 
�α β� ⨂ v = α ⨂ �β ⨂ v�, donde α, β ∈ 𝕂 ˄ v ∈ V 

para que sus componentes:

no queden como estructuras aisladas cuando construyen el esquema del con-
cepto de espacio vectorial.

Cuerpo 
Conjunto con dos Operaciones  

Binarias diferentes

Multiplicación  
Por escalar

Suma  
de Vectores
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Considerar que estas operaciones no son independientes una de la otra y 
analizar la razón de ser del cuerpo en cada uno de los axiomas que comprende 
la definición de espacio vectorial, así como también en conceptos que sustentan 
al álgebra lineal –como el de base de un espacio vectorial–, puede generar la 
reflexión de esta estructura de cuerpo para el concepto espacio vectorial, más 
allá de la mecanización. Evidencia de ello es que el ES5 y el ES3, a pesar de que 
pueden manejar las operaciones no usuales de la pregunta 6 y la definición de 
vectores linealmente independientes, no pueden argumentar por qué el conjun-
to �(1,0), (0,1)� no es linealmente independiente. Este argumento solo se podría 
elaborar si el estudiante tuviera pleno reconocimiento del rol de esta estructura 
de cuerpo en la construcción del espacio vectorial.

En este camino, es importante mencionar los materiales propuestos por 
Weller y sus colegas (Weller et al., 2002), donde el trabajo con espacios vecto-
riales se inicia con acciones sobre vectores específicos de espacios vectoriales 
de dimensión finita como ℤ 3 , sobre un cuerpo finito ℤ3.

Ahora, las nociones geométricas indudablemente están presentes en la 
mente de algunos estudiantes cuando piensan en el concepto espacio vectorial. 
Fue el caso del ES1, quien esbozó algunas transformaciones lineales de L�ℝ2, ℝ2�, 
las cuales posteriormente declaró que no le servían, para mirar el comporta-
miento de L�ℝ2, ℝ2�. Ver Figura 4.

Figura 4. ES1 esbozando algunos elementos de conjunto L�ℝ2, ℝ2�
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Por su parte, en el problema 3, el estudiante 4 también intenta acudir a 
representaciones de tipo geométrico. Sin embargo, abandona sus intenciones 
rápidamente cuando, al parecer, este tipo de representación no le permite entre-
lazar los conceptos involucrados. Por lo anterior, considero de gran importancia 
abordar esta problemática más allá de los espacios vectoriales ℝ2 y ℝ2; es decir, 
pensar en cómo estas representaciones geométricas de vectores particulares 
pueden contribuir con la generalización de argumentos sobre otros espacios, 
o cómo el uso de estas representaciones limita la construcción adecuada del 
concepto.

Para finalizar, quiero mencionar, en relación a la matemática de la 
pregunta 6 de la entrevista, que el hecho que la siguiente proposición 
(f ⨀ x = 0) ⇔ (f = 0 ˅  x = 0), sea falsa para L�ℝ2, ℝ2� y x ∈ ℝ2, trae como consecuen-
cia que ningún vector de ℝ2 es linealmente independiente. Esto me permite 
sugerir que, una de las posibles descripciones de la importancia del cuerpo 
en la construcción del concepto espacio vectorial es que permite asegurar la 
independencia lineal de un vector, porque si un espacio vectorial está definido 
sobre un anillo (como fue el caso de la pregunta 6), trae como consecuencia la 
inexistencia de vectores linealmente independientes.

Este argumento no se encontró en las respuestas de los estudiantes entrevista-
dos. No fue suficiente que manejaran operaciones binarias no usuales (como en 
la pregunta 6) y la definición de vectores linealmente independientes para abordar 
el rol de la estructura de cuerpo en la construcción del espacio vectorial.

Ahora, asegurar la independencia lineal de un vector es teóricamente un 
paso primario (a partir del teorema de completación de la base) para mostrar 
conjuntos linealmente independientes en un espacio vectorial. Y digo primario 
porque siempre a partir de un vector linealmente independiente se puede cons-
truir una base para el espacio vectorial donde él es linealmente independiente.

Ya que la independencia lineal es fundamental para comprender el concep-
to de base en un espacio vectorial, el concepto base es esencial para el teorema 
fundamental del álgebra lineal, el cual se refiere a la existencia de trasforma-
ciones lineales cuando se definen en una base del espacio vectorial de partida 
de la transformación lineal.

Sin duda, abordar esta problemática desde su misma naturaleza abstracta6 
ofrece un campo de posibilidades para desarrollar en los estudiantes procesos 

6   V un –𝕂 espacio vectorial de dimensión mayor o igual a dos y L�V, V� = �f : V → V / f es una transformación lineal� 
definen una estructura “de espacio vectorial”, considerando como vectores los elementos de V, y como escalares 
las transformaciones lineales de V en V, ponderando a través de la evaluación de funciones.
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de abstracción que promuevan el desarrollo de su pensamiento matemático, ya 
que en esta estructura se cumplen formalmente todas los axiomas de espacio 
vectorial (excepto, por supuesto, que los escalares sean un cuerpo), pero no 
existen conjuntos linealmente independientes, porque L�V, V� es un anillo que 
no es un cuerpo.
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	 Zapata, M. A. y Blanco, L. J. (2012). Las prácticas de enseñanza. Formación 
inicial del profesorado de Matemáticas. Editorial Académica española. Berlin 
Alemania. ISBN 978-8484-5512-6

Las prácticas de enseñanza cumplen un papel fundamental en la formación de 
futuros profesores, ya que les permiten establecer vínculos entre la teoría y la 
práctica educativa. A este respecto, las prácticas de enseñanza permiten a los 
Estudiantes para profesor (EPP) el contacto directo con los procesos de enseñan-
za/aprendizaje que se realizan en los centros educativos y, específicamente, en 
las aulas. De esta manera, proporcionan al estudiante una primera experiencia 
en relación con la profesión docente que anteriormente habían experimentado 
desde otra dimensión. 

Las prácticas de enseñanza. Formación inicial del profesorado de Matemáticas 
es una obra de divulgación e información rigurosa, sobre la formación de los 
estudiantes para profesor de Matemáticas en sus prácticas profesionales. Parte 
de la idea de que una de las formas de lograr la consolidación de un perfil 
pedagógico idóneo y perdurable es a través de las Prácticas profesionales. 

El libro es fruto de la colaboración entre investigadores del Departamento de 
Didáctica de las Ciencias Experimentales y de las Matemáticas de la Universidad 
de Extremadura (España) y la Facultad de Educación de la Universidad de Piura 
(Perú). El profesor Marcos Augusto Zapata Esteves –director del programa de 
postgrado de la Universidad de Piura (Perú) y capacitador de profesores en servi-
cio del programa del Ministerio de Educación del Perú PRONAFCAP– y el profesor  
Lorenzo J. Blanco Nieto –catedrático de Didáctica de la Matemática, Director del 
Departamento de Didáctica de las Ciencias Experimentales y de las Matemáticas 
en la Universidad de Extremadura– han sintetizado una investigación sobre for-
mación de profesores de matemáticas con el fin de: “brindar información sobre 
los elementos o aspectos que deben ofrecerse a los estudiantes para profesores 
dentro de las asignaturas de Práctica profesional, [así] como de los lineamientos 
teórico-prácticos importantes para su accionar en las aulas y en su quehacer 
pedagógico dentro de las instituciones educativas”.

El estudio de las Prácticas Profesionales en este libro refiere a diferentes 
aspectos que los EPP deben desarrollar a través de las prácticas de enseñanza: 
planificar lo que se enseñará y lo que los estudiantes aprenderán, reflexionar 
sobre la didáctica empleada, las acciones, los materiales, o los recursos educati-



156	 Educación Matemática, vol. 25, núm. 1, abril de 2013

Reseña

vos y la evaluación; así como todo aquello que configura los elementos básicos 
de la práctica pedagógica docente. Esto se hace con el fin de favorecer el desa-
rrollo –en los futuros profesores– de las habilidades, capacidades y destrezas 
que les pueden hacer más competentes en su quehacer en las instituciones 
educativas. 

El libro consta de cuatro capítulos. En el primero se fundamentan diferentes 
significados, objetivos y funciones de las prácticas de enseñanza. Esto se hace a 
partir de publicaciones de diversos autores que han profundizado sobre el tema. 
El capítulo finaliza con una serie de sugerencias sobre los procesos y procedi-
mientos que debe tener un programa de prácticas de enseñanza. 

El segundo capítulo refiere al rol tanto de los EPP, como del formador y el 
tutor en las prácticas de enseñanza. A lo largo de este capítulo se describe, en 
primer lugar, una serie de variables a considerar en la formación de los EPP. Las 
variables hacen referencia a competencias, habilidades y conocimientos para 
crear ambientes de aprendizaje apropiados.

En cuanto al rol del formador y del tutor en las prácticas de enseñanza, se 
hace énfasis en la importancia de la intervención formativa, y se ofrecen algunas 
sugerencias y recursos prácticos que pueden ayudar a optimizar su acompaña-
miento al EPP. Entre las sugerencias, están la planificación del Formador sobre 
las prácticas de enseñanza del EPP, donde se especifican las responsabilidades 
y funciones del Formador, el Tutor y el EPP, además de la buena comunicación 
entre estos tres agentes. En cuanto a los recursos que utilizan los formadores y 
que se emplean en la planificación y ejecución de las prácticas, están: la obser-
vación pedagógica, la crítica pedagógica, la microenseñanza, el análisis de las 
programaciones y diseños de Actividades de Enseñanza-Aprendizaje, el análisis 
de los diarios de clase que elaboran los estudiantes y la revisión de la carpeta 
pedagógica que confeccionan los EPP.

El tercer capítulo presenta un sistema de categorías que puede contribuir 
al desarrollo de la capacidad de los EPP sobre el análisis y reflexión de su 
desempeño docente durante las sesiones de enseñanza-aprendizaje: observar 
y aprender de otros profesores, conocer el proceso de aprendizaje de los alum-
nos, aplicar distintos métodos y estrategias didácticas, adquirir seguridad en el 
uso de materiales y recursos didácticos y desarrollar diversas habilidades para 
gestionar el aprendizaje durante las sesiones de clase. 

El sistema consta de trece categorías y cada una de ellas contiene diferentes 
indicadores que permiten analizar y evaluar la práctica pedagógica de los EPP. 
Uno de los indicadores de la categoría “el clima y organización física del aula” 
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es: “la organización física y la ambientación son funcionales para el trabajo en 
el aula”. Para la categoría “competencias, capacidades, objetivos”, está la pre-
sencia de las competencias, capacidades y objetivos en la programación y con-
ducción, y el que sean adecuadas al nivel o grado de estudios. En la categoría 
de “contenidos” están los criterios empleados para la selección, secuenciación 
y organización de los contenidos, también su fundamentación teórica y el rigor 
de los contenidos, entre otros 12 indicadores más.

Respecto de la categoría “actividades” hay 15 indicadores, en ellos se mira: si 
motivan nuevos aprendizajes, si refuerzan los nuevos contenidos, si consolidan 
los nuevos aprendizajes. Mientras que en la categoría “metodología”, se mira si 
se recogen saberes previos del alumno, si hay aplicación de conceptos impar-
tidos al final de los temas, si son secuencias estructuradas o en espiral, entre 
otros 15 indicadores. 

El uso de lenguaje explicativo, argumentativo, imperativo o interrogativo hace 
parte de los indicadores de la categoría de “comunicación”. En la categoría de 
las “conexiones” se mira si hay conexiones entre los conceptos matemáticos a 
trabajar y la historia de las matemáticas, con otras disciplinas, etcétera. En la 
categoría “ejercicios y resolución de problemas” se mira si se presentan ejercicios 
de interiorización del lenguaje simbólico o si son ejercicios resueltos para ser 
analizados, además de otros indicadores específicos con el tipo de ejercicios o 
problemas propuestos. En la categoría de “recursos y materiales didácticos” se 
observa si los materiales estuvieron bien estructurados, si son claros, coherentes, 
legibles y ordenados, etcétera. 

La adecuación del nivel de abstracción, la contextualización, la formalización 
de los conceptos, entre otros indicadores, forma parte de la categoría “estructura 
matemática”. Lo que se evalúa, los momentos de evaluación y los instrumentos 
para evaluar refieren a los criterios de “evaluación”. Mientras que “el papel del 
profesor” y “el papel del alumno”, dan indicaciones explicitas acerca de la acti-
vidad de cada uno de ellos; en el profesor están: propiciar el clima favorable 
en el aula, el suscitar el conflicto cognitivo, el ofrecer guías, ayudas y pistas de 
aprendizaje, entre otros 28 indicadores más; y en el estudiante se consideran: 
demostrar interés, intentar aplicar los conceptos teóricos, utilizar diversas estra-
tegias, etcétera. 

Los indicadores de cada categoría sirven como pistas para evaluar el desem-
peño de los EPP. Pero a su vez, pueden ser una cómoda herramienta de análisis 
para las investigaciones que se hacen sobre la práctica docente.
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El cuarto capítulo presenta la investigación realizada en la Universidad de 
Piura (Perú), sobre las prácticas docentes desarrolladas por los EPP en secunda-
ria y en matemáticas. En este capítulo se hace una breve justificación del porqué 
investigar sobre las prácticas de enseñanza que llevan a cabo los EPP; también 
se enuncian los objetivos y se estipulan los pasos seguidos en la investigación. 
Se caracteriza la población objeto de la investigación, junto a cada uno de los 
ocho instrumentos empleados, cuatro de ellos son presentados en los anexos 
a modo de fichas de registro. Además, se presentan los resultados de las trece 
categorías de estudio con las que se evalúan las prácticas pedagógicas del EPP, 
y que han sido previamente caracterizadas en el capítulo tres. Por último, se pre-
sentan las conclusiones e implicaciones y sugerencias que se tienen sobre esta 
investigación, las cuales sirven como pautas para avanzar en la investigación 
de las Prácticas de enseñanza.

Aunque se titula “las prácticas de enseñanza”, en el desarrollo del libro se 
evidencia que no se hace una separación de la enseñanza y el aprendizaje 
cuando se refiere a las prácticas de los EPP. Una razón de ello es que se hace 
referencia de la enseñanza-aprendizaje como un proceso global, del que debe 
ser consiente el EPP en busca de optimizar sus acciones hacia el aprendizaje 
de los alumnos de tal modo que el EPP, al revisar cada una de las categorías 
evaluadas con su tutor y con su formador, pueda reflexionar de manera clara 
sobre su acción docente.

Al final del libro se encuentran algunas fichas de registro, que sirven como 
herramienta estratégica para el seguimiento de las prácticas de los EPP. Las 
fichas ubicadas en los anexos 1 y 2 han sido diseñadas por los autores y eva-
lúan el diseño de las actividades de enseñanza-aprendizaje y la ejecución de las 
prácticas de enseñanza-aprendizaje, respectivamente. En la ficha 1 encontramos 
diez de las trece categorías para analizar y evaluar la práctica del EPP. Esta ficha 
solo refiere al diseño de la actividad, no se tiene en cuenta ni la organización 
física del aula, ni el papel del profesor ni el del alumno. Mientras que en la ficha 
2 están las 13 categorías con sus respectivos indicadores, debido a que en la 
ejecución de la planificación se hacen evidentes la organización espacial en el 
aula y el rol que desempeñan el profesor y sus alumnos.

Las fichas que encontramos en los anexos 3 y 4 han sido retomadas de 
Marcelo (1991), y en ellas se pretende mirar los problemas más representativos 
que se presentan en el aula de clase, y las concepciones que manifiestan los 
EPP cuando ejecutan sus prácticas de enseñanza. Estas fichas presentan dife-
rentes indicadores, los cuales sirven de base para mirar los aspectos a evaluar.
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Este libro es una aportación a la formación inicial del profesorado no solo 
a nivel teórico, sino también práctico. Gracias a que se realiza una propuesta 
detallada acerca del significado de las prácticas en la formación de profesores, 
al sistema de categorías que se elaboran y la presentación de los instrumen-
tos empleados para analizar y evaluar las prácticas pedagógicas de los EPP. Y 
aunque el trabajo está centrado en las prácticas de enseñanza en la formación 
inicial del profesorado de Matemáticas, su contenido puede ser fácilmente utili-
zado para la programación y desarrollo en otras materias. 

El libro puede ser una herramienta útil, no solo para los Formadores de los 
EPP en sus prácticas de enseñanza, también puede ser una buena orientación 
de evaluación tanto para los Tutores, como para los EPP. 

Referencias bibliográficas

Marcelo, C. (1991). Aprender a enseñar: Un estudio sobre el proceso de sociali-
zación de profesores principiantes. CIDE, Madrid.
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Política editorial

La revista Educación Matemática es una publicación internacional arbitra-
da que ofrece un foro académico para la presentación y discusión de ideas, 
conceptos, propuestas y modelos que puedan contribuir a la comprensión y 
la mejora de la enseñanza y el aprendizaje de las matemáticas en diversos 
contextos y latitudes. La revista aparece tres veces al año y publica artículos 
de investigación y ensayos teóricos sobre temas relacionados con la educación 
matemática. Adicionalmente, difunde reseñas y contribuciones para la docencia 
en matemáticas.

OBJETIVOS

Educación Matemática se propone:

Actuar como un foro académico internacional en lengua española en el que •	
se discutan problemáticas y hallazgos en torno a la enseñanza y el aprendiza-
je de las matemáticas en diferentes contextos.
Facilitar la comunicación entre investigadores, estudiantes de posgrado y •	
maestros de matemáticas.
Promover la investigación en educación matemática en los países ibero-•	
americanos. 
Colaborar en la comprensión de la naturaleza, la teoría y la práctica de •	
la enseñanza y el aprendizaje de las matemáticas.

LECTORES

Educación Matemática está dirigida a investigadores de la educación matemá-
tica, maestros en formación y en ejercicio, estudiantes de posgrado, diseñadores 
de programas y proyectos educativos, evaluadores, administradores y cuadros 
técnicos vinculados con la educación matemática.

PRINCIPALES TEMÁTICAS

El contenido de Educación Matemática se orienta principalmente a los siguien-
tes temas:
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Educación matemática en el nivel básico.•	
Educación matemática en el nivel preuniversitario.•	
Educación matemática en el nivel universitario.•	
Los sistemas educativos y las políticas educativas en educación matemática.•	
Saberes matemáticos y procesos de enseñanza y de aprendizaje de las •	
matemáticas en contextos no escolares.
Historia y epistemología de las matemáticas y de la educación matemática.•	

INFORMACIÓN PARA LOS AUTORES

La revista •	 Educación Matemática publica artículos de investigación y 
otras contribuciones (ensayos, reseñas y contribuciones para la docencia) 
en español, en las temáticas enlistadas en esta Política Editorial.
Todos los escritos que se reciben se someten a un proceso de evaluación •	
doble-ciego.
El Comité Editorial, con base en los resultados de la evaluación de los •	
escritos, se reserva el derecho de aceptar o rechazar un material o hacer 
sugerencias de corrección para su publicación. 
El Comité Editorial y el Consejo Mexicano de Investigación Educativa •	
tendrán los derechos de publicación de los artículos aceptados, para lo 
cual el autor debe firmar una licencia de publicación no exclusiva que se 
hará llegar a los autores una vez aprobada la publicación.

PREPARACIÓN DE LOS ESCRITOS

La revista Educación Matemática publica los artículos en español y, eventual-
mente, artículos de investigación en portugués.

Artículos de investigación:

Deberán tener originalidad y rigor, y mostrar, explícitamente, el aparato •	
conceptual y metodológico utilizado. 
Prepararse electrónicamente, en •	 Word o en algún otro procesador com-
patible.
Deberá tener un máximo de 10 000 palabras, incluidas notas, referencias •	
bibliográficas, tablas, gráficas y figuras. Se recomienda ampliamente que 
en total la extensión del artículo no sea mayor a 30 cuartillas.
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Deberá incluir, también, un resumen de entre 150 y 180 palabras en el •	
idioma en que se haya escrito el artículo (español o portugués). Además, 
se incluirá una versión en inglés o francés del resumen, y cinco palabras 
clave en los dos idiomas elegidos.
En archivo aparte, deberá prepararse una carátula que contenga: a) título •	
del artículo; b) declaración de que el material es original e inédito y que 
no se encuentra en proceso de revisión para otra publicación (debe men-
cionarse, explícitamente, si el material ha sido presentado previamente en 
congresos y ha aparecido de manera sintética (máximo seis cuartillas) en 
las memorias del mismo); c) el nombre, institución de adscripción, direc-
ción electrónica, teléfono, domicilio completo (incluyendo código postal) 
del autor o los autores.
Las figuras, tablas e ilustraciones contenidas en el texto deberán ir inclui-•	
das en el archivo del escrito. En caso de que el artículo sea aprobado, 
se enviarán en blanco y negro las fotografías o ilustraciones en formatos 
.jpg, .tif o .eps, insertos en el documento y también en archivo aparte, con 
una resolución mínima de 300 dpi.
Deberá evitarse el uso de siglas, acrónimos o referencias locales que no •	
sean conocidas por un lector internacional; si estas se utilizan, deberá 
explicitarse su significado a pie de página, la primera vez que aparezcan.
Las referencias dentro del texto deben señalarse indicando, entre parén-•	
tesis, el autor, año de la publicación y página o páginas (Freudenthal, 
1991: 51).
Al final del artículo se debe incluir la ficha bibliográfica completa de •	
todas las referencias citadas en el texto siguiendo el modelo APA. 

Briand, J. (2011). El lugar de la experiencia en la construcción de las matemáti-
cas en clase. En Educación Matemática, 23 (1), pp. 5 - 36. 

Fuenlabrada, I. (compiladora) (2008). Homenaje a una trayectoria: Guillermina 
Waldegg. DIE-CINVESTAV/COMIE/UPN. México. 

Stigler, J. W. y J. Hiebert (1999). The Teaching Gap. Best ideas from the World’s 
Tachers for Improving Education in the Classroom. Free Press. New 
York. 

Moreno, L y J. Kaput (2005). Aspectos semióticos de la evolución histórica de 
la aritmética y el álgebra. En: M. Alvarado y B. Brizuela (compilado-
ras). Haciendo números. Las notaciones numéricas vistas desde la 
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psicología, la didáctica y la historia. Paidós. Col. Educador Núm. 179. 
México. 

Hernández, S. y H. Jacobo (2011). Descripción de algunas tesis de maestría en 
educación matemática. Revista Electrónica de Investigación Educativa, 
13 (1). Consultado el 28 de marzo de 2012 en: http://redie.uabc.mx/vol 
11no1/contenido-hdezjacobo.html

Ensayos

Educación matemática publica ensayos de alta calidad con un máximo de 6 000 
palabras (y 12 cuartillas incluyendo imágenes y bibliografía), que aborden de 
manera rigurosa y original algún tema relevante en el campo de la educación 
matemática. A diferencia de los artículos, los ensayos implican la interpretación 
de un tema desde el punto de vista del autor, sin que sea necesario explicitar 
el aparato metodológico o documental específico que lo sustenta, ni aportar 
datos empíricos. Los ensayos se someten al mismo proceso de arbitraje que los 
artículos de investigación.

Contribuciones para la docencia

Educación matemática considera para su publicación un número limitado de 
contribuciones para la docencia, consistentes en propuestas originales de pre-
sentación de un tema, acercamientos novedosos que hayan sido probados en 
clase, lecciones, prácticas, ejercicios, puntos de vista sobre algún material educa-
tivo y, en general, cualquier producto de la experiencia en el aula o de planea-
ción de proyectos en educación matemática que se considere valioso compartir 
con los docentes de los distintos niveles educativos. Las contribuciones para la 
docencia no deberán exceder 4 000 palabras o 10 cuartillas incluyendo tablas, 
gráficas y figuras, y deberán enviarse en formato Word, con los mismos linea-
mientos que para la presentación de artículos. 

Reseñas

Educación Matemática publica también reseñas de libros especializados, libros 
de texto, software, tesis de doctorado y eventos relevantes relacionados con 
las temáticas de la revista y que hayan aparecido recientemente. Las reseñas 
deben expresar el punto de vista de su autor; es decir, que no serán meramente 
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descriptivas, y no excederán 2 000 palabras. Asimismo, deben incluir la ficha 
completa del texto o software reseñado; el nombre, institución de adscripción y 
el correo electrónico del autor. En el caso de las reseñas de tesis de doctorado, 
se incluirá también el grado, institución, director de tesis y fecha de defensa.

PROCESO DE ARBITRAJE

Aspectos generales 

Todos los manuscritos recibidos están sujetos al siguiente proceso de arbitraje:
El Comité Editorial hace una primera revisión del manuscrito para verificar si 

cumple los requisitos básicos para publicarse en Educación Matemática. Esta 
revisión interna se realiza en un plazo aproximado de un mes. En este término, 
se notificará por correo electrónico al autor si su manuscrito será enviado a 
evaluadores externos. En el caso en el que el manuscrito no se considere ade-
cuado para su eventual publicación en Educación Matemática, se expondrán, 
por escrito, las razones al autor.

Artículos y ensayos 

Las contribuciones que cumplan los requisitos básicos para ser evaluados serán 
enviadas para arbitraje doble-ciego de al menos dos expertos en el tema. Este 
proceso de arbitraje se realizará en un plazo máximo de tres meses. Después de 
este periodo, el autor recibirá los comentarios de los revisores y se le notificará 
la decisión del Comité Editorial: Aceptado en su versión original, Aceptado con 
modificaciones menores, Aceptación condicionada a incorporación de modifica-
ciones mayores, o Rechazado. 

El autor deberá responder electrónicamente si está de acuerdo o no en 
elaborar una segunda versión de su contribución, incorporando los cambios 
propuestos. La versión revisada, que incluya una relación de los cambios 
efectuados, deberá enviarse en un periodo no mayor de tres meses. Si el autor 
o autores envían su segunda versión en un plazo mayor al estipulado, el 
escrito será considerado como Nueva contribución, y se reiniciará el proceso 
de arbitraje. 

El caso en que un árbitro apruebe una contribución con modificaciones 
menores y otro la rechace, la contribución se enviará a un tercer revisor. 
Prevalecerá la opinión de dos, de los tres árbitros.
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Contribuciones para la docencia

Las contribuciones para la docencia se someten a un proceso de arbitraje en el 
que participan como árbitros un miembro del Comité Editorial y un árbitro exter-
no. Los plazos del proceso son los mismos que para los artículos y los ensayos. 
En caso de discordancia en las evaluaciones, se seguirá un proceso similar al 
de artículos y ensayos. 

Reseñas

Las reseñas son evaluadas por un miembro del Comité Editorial y el resultado 
de su evaluación se comunica al autor una vez que haya sido discutido en el 
pleno del Comité Editorial. Para hacer la evaluación, en este caso, se consideran 
la actualidad y relevancia del objeto de la reseña y la calidad de la perspectiva 
personal que el autor incorpora en su escrito.

 
ENVÍO DE LOS ESCRITOS

Los escritos deberán enviarse en archivo electrónico a la siguiente dirección elec-
trónica: revedumat@yahoo.com.mx. 

Precio del ejemplar  
en papel Institucional Personal

$300.00  
más gastos de envío

$150.00 
más gastos de envío
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