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Resumen: Los estudiantes no adquieren la capacidad de visualizacion de forma
espontanea, por tanto su desarrollo debe considerarse desde los primeros gra-
dos. Para ello deben determinarse cudles son los contenidos que propician la
adquisicion de esta actividad cognitiva. El area de regiones poligonales puede
ser uno de los contenidos idoneos para el desarrollo de la visualizacion, ya que
para su adquisicion se recurre al uso de figuras que involucran al alumno en
actividades en las que se requiere su uso. Puesto que ademas los libros de
texto son un recurso importante en las aulas e influyen en la manera en que el
contenido matematico se ensena en la escuela, debe considerarse su estudio y
analisis. En este sentido, caracterizar las tareas de areas de regiones poligonales
segun los tipos de visualizacién que los libros de texto promueven en su desa-
rrollo o comprension es un primer aspecto para detectar el papel que cumple
la visualizacion en los textos. En este articulo se presenta una metodologia de
analisis que permite tal caracterizacién. Son cinco las categorias de analisis
consideradas: operacion visual, cambio figural, cambio dimensional, cambio de
focalizacion bidimensional y flujo visual. La aplicacion del método propuesto
se ilustra mediante el analisis de una tarea de un libro de primer grado de la
Ensefianza Secundaria Obligatoria (ESO).

Palabras clave: visualizacion, area de regiones poligonales, libros de texto,
metodologia de analisis.

Abstract: Students do not acquire the visualization ability spontaneously, the-
refore its development must be considered from the earliest levels. Then what

content is necessary to facilitate the acquisition of this cognitive activity must be

Fecha de recepcion: 9 de abril de 2013; fecha de aceptacion: 9 de noviembre de 2013.

EDUCACION MATEMATICA, vol. 25, num. 3, diciembre de 2013 61



Visualizacion en el area de regiones poligonales

determined. The area of polygonal regions may be one of the contents suitable
for the development of visualization because it resorts to the use of figures
involving the student in activities that require their use. Since textbooks are
also an important resource in the classroom and they influence on how the
mathematical content is taught in school, it should be considered its study and
analysis. In this sense, characterizing area of polygonal regions tasks by the type
of visualization that textbooks promote for its development or understanding is
a first aspect to detect the role of visualization in texts. In this paper we present
a methodology for analyzing tasks that allows such characterization. There have
been considered five categories of analysis: visual operation, figural change,
dimensional changes, bidimensional focus change, and flow change. The appli-
cation of the proposed method is illustrated by analyzing a task of a first grade
math book of Compulsory Secondary Education (ESO).

Keywords: visualization, areas of plane figures, textbooks, methodology of
analysis.

INTRODUCCION

Los textos escolares son uno de los materiales didacticos de mayor uso en la
planificacion, preparacion y desarrollo de las clases de matematicas (Gonzalez
y Sierra, 2004). Desempefnan un papel esencial en la articulacién de las exi-
gencias curriculares nacionales con la praxis educativa, al reflejar parcialmente
las intenciones de los planes de estudio presentes en los documentos oficiales
(Schmidt y otros, 1996); ademas, son una fuente para identificar el contenido
cubierto (Pepin, Haggarty y Keynes, 2001) y el modo en que se presenta en el
aula (Cobo y Batanero, 2004). En este sentido, es claro por qué en las ultimas
decadas la investigacion en educacion matematica ha desarrollado cierto inte-
rés en estudiar como promueven los libros de texto la ensenanza y el aprendi-
zaje de las matematicas.

Seguin la revisién de la literatura especializada que hemos realizado, son
variados los aportes que la investigacion en educacion matematica ha realizado
en torno a como se presenta el contenido matematico en los manuales escola-
res. Entre ellos, se destacan por su cantidad los estudios sobre los aspectos que
deben ser considerados en el analisis de los libros de texto; es el caso de sus
funciones pedagogicas, los niveles de autoridad, las estructuras de control y las
imagenes (Love y Pimm, 1996). De la misma manera, destacan las investiga-
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ciones que caracterizan semidticamente las representaciones de los conceptos
matematicos. Kim (2012), por ejemplo, compara seguin la precision, la conec-
tividad, la contextualidad y la concision de las representaciones matematicas
(graficas cartesianas y figuras geomeétricas) y pictoricas (fotografias, imagenes,
ilustraciones, diagramas y esquemas) de los contenidos de pendiente, medida
de angulos y descomposicion en factores primos. Asimismo, se han realizado
trabajos desde el punto de vista historico que analizan la evolucion de algu-
nos conceptos matematicos en los textos escolares (Gonzélez y Sierra, 2004)
y las reformas curriculares implementadas en un pais (Li, Zhang y Ma, 2009);
mientras que otros centran su interés en las caracteristicas fisicas de los libros
y la estructura de las lecciones que determinan el modo en que se presenta un
contenido matematico (Alajmi, 2012).

Por otra parte, son pocas las investigaciones realizadas hasta el momen-
to que exploran las actividades y exigencias cognitivas que subyacen en la
presentacion del contenido matematico. Destacan las realizadas por Delaney,
Charlambous, Hsu y Mesa (2007), Li (2000), Lithner (2004), Cabassut (2006)
y Mesa (2004, 2010). El primero explora las demandas cognitivas potenciales
(memorizacion, procedimientos sin conexiones y procedimientos con conexio-
nes) y las expectativas puestas en el desempefo (respuesta Unica, explicacion,
justificacion y evaluacion) presentes en las tareas y los ejemplos propuestos
en los manuales escolares. Por su parte, Li (2000) establece diferencias entre
los requerimientos cognitivos (practica procedimental, comprension conceptual,
resolucion de problemas y requerimientos especiales) de textos escolares de
diferentes paises. En Lithner (2004) y Cabassut (2006) la preocupacion recae,
respectivamente, en los razonamientos presentes en la resolucion de ejercicios
de calculo y en el analisis del papel de los argumentos de verosimilitud y de
necesidad en ejemplos de prueba. En Mesa (2004) se caracterizan las concep-
ciones del concepto de funcién presentes en los manuales y en Mesa (2010)
se pone en evidencia que estos materiales didacticos ejercen control sobre las
maneras de proceder en el desarrollo de una actividad matematica.

En relacion con la visualizacion, aun son incipientes los estudios que
exploran el papel que esta actividad cognitiva desempena en la manera en
que los libros de texto promueven la ensenanza del conocimiento matematico.
Los escasos trabajos identificados hasta el momento centran su atencion en la
visualizaciéon asociada a representaciones semidticas (graficos, representaciones
pictoricas, tablas) o a intereses visuales (control visual, funciones de la visualiza-
cion) o a conceptos matematicos diferentes de los aqui tratados (funcién, angu-
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lo, pendiente..); es el caso de las investigaciones realizadas por Falduto (2008)
y Marmolejo y Gonzalez (20133, 2013b) donde, en el primer caso, se explora el
papel de la visualizacién asociada a los graficos cartesianos en la explicacion
de procedimientos y conceptos algebraicos, asi como la eficacia de las formas
de comunicacion visual adoptadas en los textos. Marmolejo y Gonzalez, por
su parte, estudian tanto los elementos y estrategias usadas por los textos para
ejercer control sobre las formas de ver las figuras geomeétricas 2D como las
clases de funciones que desempefa la visualizacién vinculada a las figuras
bidimensionales en los libros de texto.

En este articulo se presenta un método de analisis que permite caracterizar
las tareas de areas de regiones poligonales de los textos escolares segun los
tipos de visualizacion que estos materiales didacticos suscitan en su desarrollo
0 comprension. La razén que explica la eleccion de la tematica considerada
frente a otras que también se incluyen en la ensenanza de las matematicas se
relaciona con que ‘el area de regiones poligonales... se constituye en la oca-
sion propicia para promover la ensefanza de la visualizacion asociada a las
figuras geométricas” (Marmolejo y Vega, 2012, p. 29), pues su estudio induce la
aplicacion de formas de ver diversas y “coincide, en gran medida, con caracte-
risticas del aprendizaje de la visualizacion” (p. 11). Ademas, el area de regiones
poligonales suele ser un elemento de reflexion a lo largo de toda la educacion
basica. Este aspecto es determinante, ya que ‘no bastan unas pocas sesiones
para asegurar una adecuada movilizacion de los tratamientos figurales que
permiten a la visualizacion ser una herramienta heuristica ante las exigencias
que las matematicas escolares requieren” (p. 29), por el contrario, la adquisicion
‘de esta actividad cognitiva ha de ser objeto de constante ensenanza durante
los primeros ciclos de educacion basica” (p. 29).

La aplicacion del método propuesto se ilustra mediante el analisis de una
tarea de un texto escolar de matematicas dirigido a estudiantes espanoles de
1° de la educacion secundaria obligatoria (£so).

VISUALIZACION VINCULADA A LAS FIGURAS GEOMETRICAS

En la literatura especializada, la visualizacion es considerada bajo acepciones de
distinta naturaleza y adquiere matices diferentes segun el registro de representa-
cion semiotico! en juego. Nuestro interés recae sobre la visualizacion vinculada

! Un sistema de signos se constituye en un registro de representacién cuando permite cumplir las
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al registro semiotico de las figuras bidimensionales.? Adaptando la definicién de
visualizacién asumida por Duval (2003), consideramos esta actividad cognitiva
no solo como el reconocimiento o discriminacion de todas las organizaciones
posibles de una configuracion geométrica, o como la discriminacion de las
modificaciones de naturaleza configural y las extrapolaciones susceptibles que
se pueden aplicar sobre la figura en estudio, sino que, ademas, tenemos en
cuenta los cambios de focalizacion bidimensional que se han de aplicar en la
figura al desarrollar una tarea propuesta (Marmolejo y Vega, 2012) y la manera
como se interrelacionan o conectan los distintos cambios en la figura en estudio
durante el desarrollo de una tarea (Marmolejo y Gonzalez, 2011).

Las investigaciones realizadas en torno a la visualizacion asociada a las
figuras geométricas han puesto en evidencia que las figuras son importantes
soportes intuitivos para dotar de sentido y significado el aprendizaje de las
matematicas. En palabras de Duval (1999), las figuras coadyuvan en la reso-
lucién de un problema o en la busqueda de una demostracion a través de la
abduccion, que consiste en delimitar de entrada la clase de hipdtesis o alter-
nativas que han de considerarse. Sin embargo, diferentes estudios ponen de
manifiesto que hacer de estas representaciones potentes herramientas intuitivas
en la resolucion de problemas matematicos esta lejos de ser un asunto obvio y
espontaneo (Padilla, 1992; Duval, 1999; Marmolejo, 2005, 2007, y Marmolejo
y Vega, 2012). Por el contrario, es necesario: distinguir el tipo de aprehension que
se sugiere para resolver un problema planteado. Asi, Duval (1995) mostro que
una figura puede dar lugar a aprehensiones de naturaleza diferente: perceptiva
(identificacion perceptiva espontanea), operatoria (transformacion heuristica de
las figuras) y discursiva (reconocimiento de unidades figurales y variabilidad
dimensional intrafigural). En algunos casos, estas formas de discriminacion se
subordinan unas a otras, se relacionan y, en otros, se oponen (Duval, 2003).

tres actividades cognitivas inherentes a toda representacion: 1) constituir una marca o un conjunto de
marcas perceptibles que sean identificables como una representacion de alguna cosa en un sistema
determinado; 2) transformar las representaciones de acuerdo con las Unicas reglas propias del sistema,
de modo que se obtengan otras representaciones que puedan constituir una ganancia de conocimiento
en comparacion con las representaciones iniciales, y 3) convertir las representaciones dadas en un sis-
tema de representaciones dentro de otro sistema, de manera que estas Ultimas permitan explicitar otras
significaciones relativas al objeto que se representa (Duval, 1999).

2 En palabras de Duval (1999), una figura geométrica bidimensional se caracteriza por ser sus-
ceptible de dos tipos de variaciones visuales: dimensional y cualitativa. La dimensional esta ligada al
numero de dimensiones considerado: 0D (un punto), 1D (una linea) y 2D (una superficie). La cualitativa
se relaciona con variaciones de forma (linea recta o curva; contorno abierto o cerrado), de tamano, de
orientacion (en relacién con el plano frontal-paralelo), de granulacién, de color, etcétera.
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Con respecto a la aprehension operatoria, reconocer y aprovechar, seguin sea
el caso, la presencia de factores (de visibilidad) que aumentan o disminuyen la
complejidad cognitiva que subyace en el reconocimiento, dentro de una confi-
guracion geométrica, del tipo de operacion que se va a aplicar en ella (Padilla,
1992), pues por medio de ellos las figuras adquieren su poder intuitivo y opera-
torio (Duval, 2003). Investigaciones como las realizadas por Kiischemann (1981,
en Padilla, 1992), Grenier (1988, en Padilla, 1992), Mesquita (1989), Padilla
(1992), Duval (1995) y Marmolejo (2007) han permitido identificar una amplia
gama de factores de visibilidad, entre otros, el angulo de rotacion con que se
representa una figura en relacién con su posicion habitual; 1a presencia o no
de un fraccionamiento en partes claves por considerar en el desarrollo de la
tarea propuesta; que el reagrupamiento de las partes en que ha sido dividida la
figura forme una configuracion convexa o no convexa; el numero de rotaciones
o0 traslaciones de las subfiguras claves para lograr una adecuada colocacion;
que una misma parte de una figura deba entrar simultdneamente en dos rea-
grupamientos intermediarios por comparar.

En relacion con el aprendizaje y ensenanza de la visualizacién, propiciar
actividades especificas de dos tipos de transformaciones (Duval, 2004): las trans-
formaciones visuales de una figura a partir de unidades visuales de dimensién
2y las transformaciones visuales internas que permiten pasar de una discrimi-
nacion de unidades visuales de dimension 2 a unidades visuales de dimension
1 (deconstruccion dimensional de formas). En el primer caso, Duval (1999)
senala tres condiciones que deben considerarse en su desarrollo: que las tareas
propuestas no deben implicar en su resolucion ningun tipo de actividad de razo-
namiento que exija la utilizacion de definiciones o teoremas; que no debe estar
implicado ningun tipo de cambio dimensional en la secuencia de subfiguras
consideradas y que deben organizarse en una serie en funcion de una variacion
sistematica de los factores de visibilidad. El aprendizaje de la deconstruccion
dimensional de formas, por su parte, debe considerar tareas de restauracion de
figuras, es decir, donde se propongan figuras deterioradas en las que “los angu-
los, los segmentos estan parcial o completamente borrados, de manera que con
un golpe de vista, nada o casi nada se organiza en una forma inmediatamente
reconocible” (Duval, 2004, p. 23).
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METODOLOGIA DE ANALISIS

En lo que sigue, presentamos un modelo de analisis de libros de texto que per-
mite clasificar el contenido y las actividades segun las clases de visualizacion
que estos materiales didacticos suscitan al promover la ensenanza del area
de regiones poligonales. Para su desarrollo se adaptaron las nociones tedricas
expuestos por Duval (1995, 2003, 2004) y que caracterizan la visualizacion aso-
ciada a las figuras geométricas.

POBLACION Y CRITERIOS DE SELECCION

Para el disefio del instrumento de analisis se consideraron 2 561 tareas presen-
tes en 35 manuales de matematicas de seis editoriales (tres colombianas vy tres
espanolas). Dichas tareas forman parte de los capitulos de Geometria y Medida
donde los textos escolares introducen explicita o implicitamente reflexiones
sobre la magnitud area y su medida. Las unidades de informacién consideradas
estan compuestas por las definiciones, los ejemplos y las actividades propuestas
por el texto para que las realice el estudiante.

Fueron tres los criterios considerados en el estudio al seleccionar tanto los
paises y las editoriales como los libros de texto y los grados asumidos:

* El conocimiento por parte de los investigadores de los programas educati-
vos de los paises considerados y la facilidad de acceso a los libros de texto.

* Que los libros pertenecieran a tres de las editoriales de mayor trascen-
dencia en los paises considerados. Para su discriminacion se aplico una
encuesta informal a profesores de matematicas de educacion basica
que laboran en instituciones educativas de la provincia de Salamanca
(Castilla y Leon) y del sur-occidente colombiano (San Juan de Pasto y
Santiago de Cali).

* Se tuvieron en cuenta aquellos grados donde las politicas educativas
espafnolas y colombianas senalan que se debe desarrollar la ense-
nanza del area. De esta manera, fueron siete los grados seleccionados
en Espana: 1° de primaria a 1° de la £so y ocho los considerados en
Colombia: 1° a 8° de educacién basica. Se tuvo en cuenta que en
Espana no hay alusion a la ensefanza del area de regiones poligonales
en el grado 2° de la ESO y que en los libros colombianos de grado sép-
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timo el estudio del area de regiones poligonales no se realiza mediante
el registro semiético de las figuras geométricas, sino por medio de los
graficos cartesianos. Por ello, se optd por no analizar tanto los textos
colombianos del grado equivalente al 2° de la ESO (grado octavo) como
los libros espanoles correspondientes al grado séptimo de Colombia (1°
de la £S0). De acuerdo con lo anterior, se seleccionaron inicialmente un
total de 36 manuales. Puesto que uno de los libros de texto espafnoles
(grado primero) no trata, ni explicita ni implicitamente, el area de regio-
nes poligonales, se consideraron, finalmente, un total de 35 manuales
escolares para el desarrollo de esta investigacion.

En cada uno de los libros se seleccionaron las partes relativas al estudio de
la geometria y la medida. Las unidades de analisis consideradas en la inves-
tigacion (lo que comprenden esas unidades de analisis) y su caracterizacion
segun las categorias de analisis establecidas (que se presentan en el apartado
siguiente) se registraron en matrices de datos de Excel.

La metodologia de analisis fue inductiva, es decir, las categorias de analisis
fueron elaboradas a partir de la exploracion de los textos escolares. Su disefo
consideré dos momentos: 1) discriminacion de las funciones visuales presentes
en los libros; 2) prueba de la confiabilidad y validez del instrumento. En lo que
sigue describimos en detalle cada uno de estos momentos.

CARACTERIZACION DE LAS CATEGORIAS DE ANALISIS

Determinar los tipos de visualizacion predominantes en los primeros grados de
la ensenanza de las matematicas exige distinguir dos aspectos: los elementos
que describen la visualizacion y la manera en que se articulan. En este sentido,
las clases de visualizacion presentes en los libros de texto se determinaron a
través de la 5-upla (Op, CF,, CD, CFB, FI); donde Op es la operacién aplicada
en la figura, Ck, es el cambio figural que se produce al aplicar una operacion
figural determinada, CD el cambio dimensional, CFB el cambio de anclaje bidi-
mensional por considerar al desarrollar o comprender la tarea propuesta, y Fl
el flujo visual. Las cuatro primeras componentes aluden a los elementos que
caracterizan la visualizacion y la ultima, a la manera en que se articulan. En los
siguientes parrafos se definen y se ejemplifican cada una de las componentes
y los aspectos que las determinan.
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Para identificar los elementos que permiten caracterizar visualmente las
tareas de los libros de texto, se procedi6, en primera instancia, a sequir meticu-
losamente las indicaciones dadas en las definiciones y en los procedimientos
desarrollados en los ejemplos de los libros; asimismo, se realizaron las activida-
des propuestas por los manuales para ser resueltas por los estudiantes.

Siguiendo los presupuestos presentados por Duval (2003, 2004), se evidencid
la presencia de operaciones visuales, cambios figurales producidos por la aplica-
cién de transformaciones de naturaleza mereoldgica, éptica y posicional, y cam-
bios de naturaleza dimensional. Cada uno de estos tres aspectos se considero
como una categoria de analisis. Como se pondra en evidencia a continuacion,
fueron nueve las operaciones, cinco los cambios figurales y tres los cambios
dimensionales discriminados en los libros de texto al tratar el area de regiones
poligonales. Los procedimientos presentados y exigidos en el desarrollo y com-
prension de las tareas de los manuales escolares conllevaron la consideracion
de dos categorias adicionales: cambio de focalizacion y flujo visual, siendo tres
los cambios de focalizacion y dos los flujos visuales determinados.

Para la discriminacion de los aspectos que caracterizaron a cada una de las
categorias, se considero la estructura de control visual (Marmolejo y Gonzalez,
2013a), privilegiada en los libros analizados en los temas correspondientes al
area de regiones poligonales. Es decir, se tuvieron en cuenta los elementos vy
estrategias utilizados por los libros de texto para inducir unas maneras de ver
sobre ofras: el despliegue de procedimientos, la presentacion de contenidos, el
uso de figuras que aluden a objetos o acciones fisicas y el recurso de elemen-
tos que mejoran la visibilidad de la visualizacion puesta en juego (presencia
de fondo cuadriculado, concavidad o convexidad en el contorno de una figura,
introduccion de colores, punteado, etcétera).

A continuacion, se definen detalladamente cada una de las categorias y
subcategorias de analisis consideradas en la investigacion. Para su mejor com-
prension se presentan ejemplos en cada una de ellas.

Operaciones
‘.las figuras permiten distintos tipos de modificaciones, por cada modificacion
existen varias operaciones cognitivas que brindan a las figuras su producti-

vidad heuristica” (Duval, 1999, p. 156). Segun el papel que desempenan las
operaciones por aplicar en las figuras en la comprension y desarrollo de tareas
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matematicas, Duval (1995) centro la atencion en cinco clases: reconfiguracion,
traslacion, rotacion, achicamiento y agrandamiento. En los libros de texto que
incluyen los temas sobre el area de regiones poligonales se introducen, ademas,
cinco operaciones de naturaleza distinta: configuracion, rotacién externa, cua-
dratura, superposicion y fraccionamiento. Por otra parte, en el presente estudio
se consideran las operaciones achicamiento y agrandamiento como elementos
que forman parte de una Unica operacion denominada anamorfosis. En conse-
cuencia, son nueve las maneras como hemos clasificado las formas de operar
encontradas en los libros de texto estudiados.

En relacion con el papel de las operaciones visuales en el tratamiento del
area, su aplicacion es la que induce la manipulacion del drea de forma cualita-
tiva, accion determinante para la comprension del concepto de area, puesto que
promueve su estudio como magnitud (Freudenthal, 1983) y asigna sentido a su
medida (Chamorro, 1997; Zacharos, 2006). Sin embargo, a pesar de la importan-
cia de la manipulacion cualitativa del area, no es considerada en el tratamiento
de este concepto matematico en la escuela (Kidman 'y Cooper, 1997, en Kordaki,
2003 y Kamii y Kysh, 2006). Situacién que explica, entre variados aspectos, las
dificultades que tienen los estudiantes para diferenciar el area del perimetro
(Padilla, 1992) y comprender las propiedades matematicas que caracterizan al
area y su medida; asi como de practicas de ensenanza donde el drea es una
excusa para reflexiones de naturaleza aritmética relativas a la numeracion y al
uso de los numeros naturales y decimales; es el caso tanto del conteo de uni-
dades y la aplicacion de conversiones (Chamorro, 1997) como de la sustitucion
de valores numéricos en férmulas de area (Kamii y Kysh, 2006).

Lo anterior es una faceta que resalta la importancia de esta primera cate-
goria de andlisis no sélo en cuestiones de naturaleza visual, sino también en
el papel que la visualizacién desempena en la comprension del concepto de
area. En el cuadro 1 se presentan las operaciones que los libros movilizan al
suscitar el estudio del area de regiones poligonales, asi como algunas de las
tareas y propiedades matematicas en las que su aplicacion puede apoyar la
comprension del area.

En lo que sigue, describimos cada una de las operaciones visuales conside-
radas en la investigacion:
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Cuadro 1 Tareas y propiedades del area donde intervienen las operaciones

visuales

Operacion Tarea

Reconfiguracién Transformacion de una figura en otra con diferen-
te contorno visual e igual area (Rec. simple).
Comparacion entre regiones poligonales de igual
area y diferente forma (Rec. simple).

Calculo de area de regiones poligonales irregula-
res o que representan una fraccion de una figura
regular (Rec. por exceso).

Calculo de area de subconfiguraciones (Rec. por
ensamblaje).

Propiedad

Relacion de equiva-
lencia (Rec. simple).
Relacion de orden
(Rec. por exceso).
Adicion de areas
(Rec. por ensam-
blaje).

Configuracion Produccion de regiones poligonales rectilineas a
partir de la union de regiones previamente dadas
(Conf. simple, por simetria y por reiteracion).
Duplicacion de areas (C. por simetria).

Adicion de areas
(Conf. simple y por
simetria).

Producto de un
numero natural por
una cantidad de
area (Conf. por reite-
racion).

Anamorfosis Variacion del area y conservacion de la forma
(Anam. por achicamiento y por agrandamiento).
Conservacion del area (Anam. por arrastre).

Relacion de orden
(Anam. por achica-
miento y por agran-
damiento).

Relacion de equiva-
lencia (Anam. por
arrastre).

Traslacién Comparacion entre regiones poligonales.
Reproduccion de figuras con igual drea.

Relacion de equiva-
lencia.

Rotacion Comparacion entre regiones poligonales.
Reproduccion de figuras con igual area.

Relacion de equiva-
lencia.

Simetria axial Calculo de area de regiones poligonales irregula-
res y de subfiguras de una figura.

Producto de un
numero racional por
una cantidad de
area.
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Operacion

Cuadratura

Visualizacion en el area de regiones poligonales

Tarea

Eleccion de unidades de medida adecuadas.
Aproximacion de la medida: acotacion de areas
por valores superiores o inferiores y exhaustacion
con unidades.

Propiedad

Superposicién

Pavimentacion de superficies (Sup. directa).
Calculo de area de regiones sombreadas (Sup.
inversa).

Medida de area y
unidad de medida
(Sup. directa).

Fraccionamiento

Reconfiguracion

Repartos equitativos de regiones poligonales (sim-
ple, por inhibicién y refraccionamiento).

Calculo de area de regiones poligonales (simple)
y de subfiguras o subconfiguraciones irregulares
(por inhibicion y refraccionamiento).

Comprension de la férmula A = B x H (refraccio-
namiento).

Consiste “en la division de una figura en subfiguras, en su comparacién y en su
reagrupamiento eventual en una figura de un contorno global diferente” (Duval,
1999, p. 156). Son tres las clases de reconfiguracion presentes en los manuales
escolares de Colombia y Espana al inducir la ensenanza del area de regiones

poligonales, a saber:

* Reconfiguracion simple. La figura de partida se transforma en otra de
forma distinta e igual cantidad de area. Las unidades 2D que la confor-
man (o algunas de ellas) son reubicadas bajo la accion de traslaciones
o rotaciones o reflexiones en lugares distintos al inicialmente ocupado
por ellas. En la ilustracion 1 se reconfigura un cuadrado en un tridngulo

isosceles.

72

EDUCACION MATEMATICA, vol. 25, num. 3, diciembre de 2013



Gustavo Adolfo Marmolejo Avenia y Maria Teresa Gonzalez Astudillo

llustracion 1 Reconfiguracion simple de un cuadrado en un tridngulo isdsceles.
Ejemplo disenado por los autores

* Reconfiguracion por exceso. En el proceso, toda la superficie de la figura
de partida o una de sus partes pasa a conformar una fraccion de la
superficie de la figura total. En el despliegue del proceso presentado en
la ilustracion 2 se pone en evidencia una reconfiguracion donde la figura
de partida es transformada en otra figura con mayor cantidad de area.

llustracion 2 Reconfiguracion por exceso de una figura curvilinea a otra figura
de forma trapezoidal® En Matemdticas 1 ESO, Santillana, Espana, p. 221.

CALCULAREL AREA DE UNA FIGURA PLANA

Hallael area cozlfreada Primero. Descomponemos la figura en otras
cm

figuras cuyas dreas sepamos calcular.

Figuras Ay C = Sector circular de radio 14cmy
angulo 60°.

Figura B = Circulo de radio% =6cm.

Figura D = Trapecio de altura 12 cm y bases de
24cmy10+14+14=38cm.

i Atoeal = Al’lg\:xD - Alg\laA - Aﬁguai - Allgux(
Segundo. Calculamos cada una de las dreas.

arin_me 14° + 60
Aguraa = o0 =T=102,57cm’ Aigurag = 1> = T % 67 = 113,04 em?

_ (B+Db)+h_(38+24)+12

Ajgurac = 102,57cm? Aguran ™" S =372m?

Tercero, Sumamos y restamos para obtener el drea total.

Avgotst = Asigursp = Piguraa = Pigurse = Arigurac = 372 -102,57 113,04 - 102,57 = 53,82 e’

3 Para calcular el drea de la region circular (figura B) se debe considerar que la longitud del radio
es la mitad de la altura del trapecio (6 cm); en el texto esto se representa mediante el cociente 12/12 =
6, y no del cociente 12/2 = 6. Este es un error del texto original.
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* Reconfiguracién por ensamblaje de partes (Padilla, 1992). Alude a que
algunas o todas las subfiguras en que una figura se encuentra frac-
cionada, o que por accién de un fondo cuadriculado se destacan en la
figura de inicio, se ensamblan entre si conformando nuevas subfiguras.
En el proceso, la forma de la figura de inicio se conserva, pero cambia
su organizacion interna.

llustracion 3 Reconfiguracion por ensamblaje de partes de subfiguras de un
triangulo pasando de cuatro triangulos congruentes a un tridangulo y un trape-
cio. Adaptacion de tarea propuesta en Matemdticas 4, Anaya, Espana, p. 157.

En la siguiente figura discriminar un trapecio.

Este tipo de reconfiguracion se muestra en la ilustracion 3 donde se solicita
que se fusionen tres de las subfiguras del triangulo de la izquierda para resaltar
visualmente una subfigura de forma trapezoidal.

Configuracion

Alude al ensamblaje de un conjunto de figuras independientes entre si para
representar una nueva, cuya superficie esta compuesta por la union de las
superficies de las figuras dadas. A diferencia de la reconfiguracion, la atencion
no recae en un proceso compuesto (descomposicion y reorganizacion figural).
Por el contrario, la focalizacion apunta a un Unico proceso de naturaleza mas
sencilla (organizar las figuras en un todo); aqui las figuras de partida asumen
el papel de subfiguras en la figura finalmente “construida’. En lo que sigue,
presentamos las maneras diversas en que se caracteriza la presencia de esta
operacion en los manuales escolares estudiados en la investigacion:

» Configuracion simple. Son varias las figuras de partida y su ensamblaje
genera una nueva figura. No todas las figuras representadas tienen igual
forma y magnitud. En la ilustracion 4 se muestra un ejemplo de este tipo
de operacion.
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llustracion 4 Configuracién simple aplicada a un cuadrado y dos triangulos
para formar un rectangulo. Ejemplo disefiado por los autores

Configuracion por reiteracion. En este caso, hay una unica figura de
inicio y se requiere generar n copias de ella, colocarlas unas al lado
de otras sin superposicion mediante la aplicacion de traslaciones o
rotaciones o reflexiones. La cantidad de area de la figura de llegada es
n veces la de la figura de partida. Un ejemplo de tarea* que privilegia
esta manera de configuracion es la siguiente: “dibuja un triangulo vy,
utilizdndolo como unidad de medida, construye una nueva figura cuya
area sea cinco veces la unidad de medida asignada”.

Configuracién por simetria. Se solicita implicita o explicitamente comple-
tar una figura, donde -a diferencia de la configuracién por reiteracion-
no se requiere aplicar composiciones de traslaciones o rotaciones en el
plano para formar la figura en cuestion. Este tipo de configuracion se
observa en despliegues de procedimientos donde la figura dada es men-
talmente ‘rotada por fuera del plano’, asumiendo un “eje” de rotacion. El
resultado es una figura isométrica cuya area duplica la de la figura de
partida (ilustracion 5).

llustracion 5 Configuraciéon por simetria de un hexagono en un eneagono.
Ejemplo disenado por los autores

* Tarea disenada por los autores y aplicada en cursos de cualificacién de profesores donde se
reflexiona sobre el papel que desempena la visualizacion en el estudio de las matematicas.
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Del mismo modo, suscitan la operacién de configuracion por simetria las
tareas en las que se introduce el uso de espejos y éstos se colocan en uno de
los lados del contorno de la figura de inicio (ilustracién 6). En estos casos la
union de la figura de partida y la imagen en el espejo representan una figura
simétrica con doble cantidad de area que la figura de inicio.

llustracion 6 Configuracion por simetria mediante la aplicacion de espejos.
En Matemdticas 4, Anaya, Espana, p. 166

Al colocar el borde de un espejo sobre el eje de una figura simétrica, se ve la figura
completa.

La configuraciéon por simetria esta presente en tareas donde, si bien la con-
signa no alude explicitamente al area, si promueve la duplicacion del area de
una figura. Esta operacion destaca, entre todas las detectadas en la investiga-
cion, por ser la menos propicia para la ensenanza del area, pues el estudio del
area considera estrictamente el plano en que se representa la figura, mientras
que la configuracién por simetria suscita la aplicaciéon de un “giro” por fuera
de él. Esta ambivalencia bien podria generar dificultades y obstaculos en la
objetivacion del concepto de area.

Anamorfosis

Se aplica sobre la figura de partida un proceso de deformacién continuo.
Aparece en los manuales escolares de tres maneras diferentes, por agranda-
miento, cuando el proceso de deformacion mantiene invariante la forma de la
figura y las relaciones entre sus unidades constituyentes y ocasiona un aumento
en su cantidad de superficie. Por achicamiento, donde el proceso de deformacion
mantiene invariante la forma y las relaciones entre sus unidades constituyentes
y promueve una disminucion en su cantidad de area, y por arrastre, en los casos
donde la cantidad de superficie de la figura de partida permanece invariante,
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mientras que su forma o relaciones entre las unidades constituyentes varia.
En la ilustraciéon 7 se muestra como, mediante un arrastre, se transforma un
rectangulo en un trapezoide.

llustracién 7 Transformacion de un rectangulo en un romboide por aplicacion
de una anamorfosis tipo arrastre. Ejemplo disefado por los autores

En las dos primeras formas en que aparece la anamorfosis, son posibles
dos maneras de proceder: una que focaliza la atencion en las unidades 1D que
constituyen la figura, la otra Unicamente en su superficie. En la primera hay un
agrandamiento o achicamiento mediante una dilatacion o contraccion de los
lados de la figura (incremento o reduccién homogénea de las longitudes de
los lados que conforman el contorno de la figura de partida). En la segunda,
se asume una figura como un aumento o achicamiento superficial de otra (es
el caso de actividades donde se presenta la figura original al lado de la figura
agrandada o mermada).

Traslacion

La figura de llegada es una imagen de la figura de partida mediante la aplica-
cion de desplazamientos verticales, horizontales o de composiciones entre ellos.
La forma, la cantidad de area y las relaciones existentes entre las unidades
constituyentes se conserva.

Rotacion
La figura de llegada es una imagen de la figura de inicio mediante la aplicacion
de un giro o una composicion de giros (rotacion en el plano).

Simetria axial

Presente en tareas donde se muestra una figura y se pide discriminar su eje de
simetria o cuando se solicita verificar si una figura es simétrica con respecto a
un cierto eje. Se aplica sobre la figura una “rotacion por fuera del plano”. A dife-
rencia de la reconfiguraciéon por simetria, la figura final conserva en este caso el
mismo contorno global y la misma area que la figura de inicio. En caso de que
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sea necesario introducir un eje de simetria en la figura inicial, la Unica diferencia
entre ésta y la figura final es que la superficie de la sequnda, por accién del eje
de simetria aplicado, estara dividida en dos partes isométricas entre si, mientras
que la superficie de la figura de inicio es presentada de manera no fraccionada.

Cuadratura

El contorno de la figura de partida es curvilineo y se representa sobre un fondo
cuadriculado. Calcular de manera exacta y directa su area no es posible. Es
necesario aplicar una estimacion. Teniendo en cuenta el contorno de la figura
de partida y las lineas que conforman el fondo cuadriculado, se dibuja una
nueva figura de contorno rectilineo, sobre la cual si es factible calcular la medi-
da de su drea. La cantidad de area de la figura de llegada es mayor o menor
que la de la figura de partida. Se calcula el drea sobre la figura rectilinea y no
sobre la figura inicialmente dada. En la actividad presentada en la ilustracion
§ se muestra la transformacion de una figura curvilinea en una rectilinea de
forma rectangular.

llustracion 8 Cuadratura de una figura curvilinea en una rectangular.
En Matemdticas 5, Anaya, Espana, p. 179

NN ||
I N S B

|

El &rea de las figuras no poligonales se calcula de modo aproximado.
A = 18 m’ [cada cuadrado de la cuadricula en que resalta la figura tiene por medida 1 cm?

Superposicién

Aparece en los libros de texto de dos maneras distintas. En la primera se
representan dos figuras con sus superficies disjuntas entre si. En este caso, el
desarrollo de la tarea exige solapar una de ellas con la superficie de la otra. Por
tanto, es necesario comparar las dos representaciones a partir de sus segmentos
y angulos: centrar la atencion en aquellos que en una figura y otra coinciden en
sus medidas y, posteriormente, ponerlos en correspondencia entre si. La aplica-
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cion de rotaciones y traslaciones en el proceso de comparacion son, igualmente,
aspectos que caracterizan la operacion de superposicion. En el sequndo caso,
de manera inversa, la configuracion que acompana a la tarea propuesta (figura
de inicio) se caracteriza por estar descompuesta en subfiguras o subconfigura-
ciones. El proceso de desarrollo demanda discriminar la figura de inicio como la
superposicion de dos o mas figuras, considerar de manera independiente unay
otra, y establecer una relacion entre sus respectivas areas.

Designamos con los términos superposicion directa e inversa las dos mane-
ras en que aparece esta operacion en los textos. El primer tipo suele aparecer en
tareas donde se solicita calcular el drea de una figura mediante la replicacion
de una unidad de medida. En tal caso, es necesario sobreponer la figura que
representa la unidad en la figura que se va a medir (ilustracion 9). La super-
posicion inversa, por su parte, se presenta en tareas de “areas sombreadas’
donde se solicita calcular la medida de la cantidad de area de una parte de
la configuracién en estudio (ilustracién 10). Presente en actividades donde se
solicita calcular areas de regiones sombreadas con forma irreqular (figura de la
izquierda en la ilustracion 10), es necesario, para su desarrollo o comprension,
separar unas configuraciones de otras (semicirculo y circulo de la derecha). En
este caso el area de la region sombreada se encuentra mediante sustraccion de
las medidas de area de las subconfiguraciones citadas.

llustracion 9 La superposicion del octagono en el
cuadrado es la operacion por aplicar para calcular
el area de la segunda figura a partir de la primera.
Ejemplo disenado por los autores

Calcula la medida del area del cuadrado utilizando el
octagono como unidad de medida.

lustracion 10 Aplicacion de una superposicion inversa para calcular el drea
de la region sombreada a partir de las areas del semicirculo y circulo que la

delimitan. Ejemplo disefiado por los autores
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Fraccionamiento

Descomposicion bidimensional de una figura en subfiguras o subconfiguracio-
nes. Este tipo de operaciones esta presente en tareas donde se solicita trans-
formar una figura en otra de contorno distinto e igual area, dividir la cantidad
de area de una figura en partes iguales y calcular el area de figuras irrequlares
mediante la aplicacion de formulas de drea basicas (cuadrado, triangulo, rec-
tangulo, entre otras). Aparece de tres maneras distintas. La primera, en tareas
donde se solicita dividir la superficie de la figura de partida en partes previa-
mente determinadas o sin determinar (fraccionamiento simple). Es el caso de la
descomposicion de la superficie de un cuadrado en dos subfiguras triangulares
mediante la introduccién de una de sus diagonales (ilustracion 1). La segunda,
cuando la figura de inicio se da de manera fraccionada y es necesario reorgani-
zar internamente la figura en estudio (fraccionamiento por inhibicion de trazos),
es decir, introducir un tipo de fraccionamiento distinto al inicialmente represen-
tado. En consecuencia, es necesario inhibir trazos en la figura. Es el caso de
tareas en las que se alude a que una figura tiene varios ejes de simetria y se la
representa con dos ejes sobre ella (ilustracion 11). Quien lee la actividad ha de
verificar la afirmacion realizada y, en consecuencia, debe inhibir uno de los ejes
para reconocer en el otro un eje de simetria. Por tanto, aplica una simetria axial
para verificar que las dos partes en que el eje divide la figura coinciden entre si
(de esta manera se define eje de simetria en los libros estudiados) y, posterior-
mente, debe pasar a centrar la atencion en el sequndo eje y repetir el proceso.

llustracion 11 Fraccionamiento por inhibicion de trazos.
En Matemdticas 4, Anaya, Espana, p. 167

Una figura puede tener varios ejes de simetria.
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Por ultimo, el fraccionamiento también aparece cuando es necesario resaltar
algunas de las lineas en que inicialmente estd descompuesta la figura en estu-
dio y que inducen discriminar en ella nuevas subfiguras (refraccionamiento). Por
ejemplo, la ilustracion 12 forma parte de una tarea en la que se solicita discrimi-
nar alguna regularidad en la figura representada. Para ello, es necesario resaltar
algunos trazos verticales para que se pase de destacar subfiguras cuadradas,
designadas con colores azul y amarillo, a ver en la figura subconfiguraciones
de forma rectangular compuestas cada una por tres cuadrados azules y tres
amarillos.

llustracién 12 Refraccionamiento que destaca la discriminacién de subconfi-
guraciones rectangulares. En Matemdticas 4, Anaya, Espana, p. 170

Observa y describe alguna regularidad en la figura.

Cambio figural

Seguin Duval (1998), el cambio figural alude al efecto que produce en una confi-
guracion geometrica la aplicacion de acciones que transforman su organizacion
perceptual y determinan la naturaleza de la aprehension operatoria. Son tres los
cambios figurales identificados por Duval (1995): mereoldgico, cuando la modi-
ficacion pone en juego las relaciones existentes entre las partes y el todo y se
transforma el contorno global de la figura de inicio; posicional, al conservar la
forma de la figura de partida y cambiar su posicion en el plano; dptico, tipo de
“transformacion, que es realizable como un juego de lentes o de espejos, puede
conservar la forma de partida o alterarla” (Duval, 1999, p. 62). En la manera en
que los textos escolares analizados inducen el estudio del area de regiones poli-
gonales se observo la presencia de tres cambios figurales adicionales: interior,
intermitente, no real. lgualmente, se identificaron transformaciones que, aplica-
das sobre la figura de partida, transformaban el contorno global de la figura
de inicio pero no mediante una reorganizacion de las partes que la conforman
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(ilustracion 7). En este sentido, hemos preferido hablar de modificaciones reales,
en lugar de mereoldgicas. En lo que sigue definimos cada una de las modifica-
ciones encontradas en los libros de texto.

Real

Es un tipo de modificacion figural que transforma la figura de inicio en otra de
contorno global distinto y en el proceso puede o no conservarse la cantidad
de &rea. Este tipo de modificacion no es exclusivo de la reubicacion de partes
bidimensionales de la figura de partida. Esta presente en tareas donde se solicita
calcular el area de una figura de forma irregular cuya féormula se desconoce.
Es necesario, pues, transformarla en otra de distinta forma, igual area y cuya
formula de célculo de area haya sido previamente dada. Son cambios figurales
reales los mostrados en las ilustraciones 1, 2,4, 5,6, 7 y §.

Parcial

Alude a modificaciones de naturaleza ¢ptica y posicional. En estos casos la
forma y el contorno de la figura de partida permanecen invariantes. Unicamente
cambia, respectivamente, su area o su posicion en el plano. Este tipo de trans-
formacion es el efecto de la aplicacion de operaciones de rotacion, traslacion,
agrandamiento o achicamiento sobre una figura.

Intermitente

Las modificaciones se aplican sobre unidades constituyentes de dimension 2 de
la figura de partida. La organizacion perceptual de las unidades cambia momen-
tdneamente y la figura de partida no sufre transformacién alguna. Se encuentra
en tareas donde se solicita calcular mediante conteo el area de una figura que
esta descompuesta en subfiguras, algunas de ellas con forma y cantidad de
area iguales a la unidad asignada, otras con forma distinta y con una fraccion
del area de la unidad de medida: un medio, un cuarto, etc. La resolucion de
la actividad propuesta exige la unién de algunas de las fracciones de unidad
y el conteo de las veces que la unidad seleccionada es necesaria para cubrir
la superficie de la figura. En la tarea de la ilustracion 13 se induce un cambio
figural intermitente, pues para calcular el area de la figura, es necesario consi-
derar las subfiguras triangulares y asumir en la union de cada par de ellas una
superficie igual a la unidad de medida considerada.
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llustracion 13 Modificacion intermitente que permite calcular el 4rea de una
figura. En Matemdticas 5, Santillana, Espana, p. 190

Calcular el area de la siguiente figura
[Como unidad de area se asume uno de los cuadrados que conforman el fondo
cuadriculado donde se representa la figura]

Intrinseco

Cuando la organizacion perceptiva de la figura de partida se transforma inter-
namente mediante la introduccion o inhibicion de trazos. Es decir, no se aplican
cambios en sus contornos a ninguna de las unidades 2D constituyentes o sub-
figuras o subconfiguraciones o a la figura inicial. Se identifica en tareas donde
se debe calcular el drea de una figura y es necesario fraccionarla en subfiguras
de forma y drea igual a la unidad de medida asignada. También, cuando hay
que discriminar ejes de simetria o figuras simétricas y cuando se solicita des-
componer por fraccionamiento una figura dada.

No real

Alude a la discriminacion de subconfiguraciones en la figura de partida y a su
correspondiente comparacion. Todas las subconfiguraciones relevantes estan
dadas en la figura inicial y, en consecuencia, no es necesario adicionar o trans-
formar nada en ella. Es el caso de la actividad presentada en la ilustracion 14,
donde se solicita comparar dos subfiguras a partir de sus areas.
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llustracion 14 Transformacion no real que permite comparar las superficies
de subfiguras de forma diferente. Figura utilizada en Duval (1998) para definir
la aprehension operatoria de las figuras

En la siguiente figura compara las dreas de los dos rectdngulos sombreados.

Para el desarrollo de esta tarea no es posible comparar las dos subfiguras
en cuestion de manera directa (rectdngulos 2 y 5), es necesario hacerlo de
modo indirecto. Asi, la atencion ha de recaer tanto en los triangulos 123 y 456,
como en los pentagonos 64 y 13. Después, se debe aplicar perceptualmente
una sustraccion entre las superficies del primero de los triangulos y el primero
de los pentagonos y repetir el proceso para el segundo de los triangulos y de
los pentagonos.

Cambio dimensional

Las figuras bidimensionales imponen, segun la primera de las leyes gestalti-
cas de organizacion y reconocimiento perceptivo de las formas, una prioridad
en la discriminacién de unidades 2D sobre unidades 1D y 0D (Duval, 2004).
Esto quiere decir que, sobre una figura bidimensional, en primera instancia,
se reconoce una forma de esa misma dimension y, solo en segundo lugar, se
pasa a discriminar los lados que la constituyen; ademas, al ser discriminados
éstos, se perciben como bordes no separables de la figura (Duval, 2004). “La
descomposicion por deconstruccion dimensional se refiere al acto de vencer
esta particularidad de las figuras bidimensionales y consiste en descomponer la
figura en unidades figurales de dimension inferior a la figura de partida” (Duval,
2003, p. 20). Son tres las clases de cambio dimensional presentes en los libros
de texto analizados:
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Fijo

Si bien la superficie y las unidades figurales de dimension 1y 0 son asumidas
unay otras como piezas constitutivas de la figura, las sequndas suelen ser reco-
nocidas como elementos fijos, estaticos, no separables de la primera. A manera
de ejemplo estan las actividades donde se solicita calcular el area de figuras
elementales en las que, sobre la figura, se representan numeros que aluden a
la longitud de la base y de la altura. Basta con pasar de centrar la atencion en
la figura como una gestalt a hacerlo en los lados de la figura.

Operatorio

Por lo menos una de las unidades de dimensién 1 o 0 que constituyen la
figura de inicio es discriminada de manera independiente a la superficie de la
figura de la cual forma parte. Ademas, se asume como una unidad constitutiva
de naturaleza dinamica sobre la cual se aplican operaciones de naturaleza
unidimensional o cero dimensional: dilataciones, contracciones, sustracciones
(quitar de un segmento otro segmento), rotaciones, traslaciones. En caso de que
la modificacion operatoria de una figura esté caracterizada por la dilatacién o
contraccién de los lados de la figura, ésta debe ser proporcional entre si, obte-
niéndose asi una figura semejante a la inicial. Es el caso de la ilustracion 15
donde se solicita aplicar un agrandamiento sobre una figura dada a partir de la
dilatacion o contraccién de sus lados. Este cambio figural también puede pro-
ducirse por un achicamiento de la figura a partir de la contraccion de sus lados
o cuando la traslacion o rotacion de una figura se realiza bajo la aplicacion de
traslaciones o rotaciones sobre sus vértices (operacion cero dimensional).

llustracion 15 Agrandamiento de un rectangulo mediante la dilatacion de sus
lados. Ejemplo disenado por los autores
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Desdoblamiento

Por lo menos una de las unidades de dimension 1 que constituyen la figura de
partida es discriminada de manera independiente a la superficie de la figura de
la cual forma parte, a la vez que se asume como un elemento constitutivo en
dos 0 mas subfiguras o subconfiguraciones distintas presentes en la figura de
inicio y sobre las cuales se reflexiona. Sucede en tareas donde se pide calcular
el area de figuras irregulares (ilustracion 16) y es necesario descomponer su
superficie en partes cuyas formas permitan aplicar férmulas de area previamen-
te establecidas (dos triangulos y un rectangulo). Algunas de las subfiguras en
que debe dividirse la figura de inicio comparten entre si unidades de dimension
1 que han de ser consideradas en la aplicacion de las férmulas. Es el caso del
segmento de longitud 20 cm que debe asumirse simultaneamente como la
altura de las tres figuras que se van a considerar en el desarrollo de la tarea:
los triangulos azul y amarillo y el rectangulo rojo.

llustracion 16 Cambio dimensional por desdoblamiento.
En Matemdticas 5 Anaya, Espana, p. 183

Aprende
Asi calculamos el drea de este trapecio:

AREA - 7x20 ,
ZONAAZUL = —5 = 70cm

AREA ,

CONA ROJA 22 x 20 = 440cm

AREA 19 x 20 ,
JONAAMARILLA = —3 = 190cm
AREATOTAL  — 70 + 440 + 190 = 700cm?
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Cambio de focalizacion bidimensional

Se refiere a las distintas maneras en que, en la figura en estudio, se aplican
cambios, centrados en unidades visuales 2D en la manera de ver en ella. Es
decir, se pasa de centrar la atencion en las caracteristicas globales 2D de la
figura de partida a hacerlo en sus partes 2D constituyentes (subfiguras o sub-
configuraciones). En caso de haber varias figuras de partida, se pasa de centrar
la atencion de una a otra a considerar simultdneamente la forma y contorno
de la figura de partida y de la figura de llegada. Son tres las maneras en que
se aplican cambios de focalizacion 2D en los libros de texto.

Configural

Alude a un proceso de comparacion entre dos o mas figuras a partir de sus
caracteristicas globales, sean éstas entre la figura de partida y de llegada o
entre varias figuras de partida. El proceso de comparacion guia la manera de
ver o considerar en el desarrollo o comprension de la actividad propuesta. Se
usa en tareas donde hay que reconfigurar la figura de partida en otra de carac-
teristicas globales distintas. La forma de la figura de llegada guia el proceso
de transformacion y se alude a ella figural o discursivamente. En la ilustracién
17 se muestra una tarea donde, a partir de una figura dada (la amarilla) se
solicita “armar” otra figura (la anaranjada) semejante y de area mayor. Por ello,
es necesario, generar primero mental o fisicamente copias de una de ellas
(figura amarilla) y, luego, organizarlas para armar la figura pedida (figura ana-
ranjada). La comparacién de las caracteristicas perceptuales globales (tanto de
forma como de contorno) de la primera de las figuras con respecto a las de la
segunda guia el proceso de resolucion de la tarea propuesta.

llustracion 17 Cambio de focalizacion configural.
En Formula 2 Voluntad, Colombia, p. 118

Recorta cuatro fichas como la amarilla y arma la
figura anaranjada
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De igual manera, este tipo de cambio de focalizacion estd presente en
tareas donde se solicita, a partir de varias figuras, “armar’ una nueva cuya area
es igual a la suma de las dreas de las figuras inicialmente dadas (ilustracion 4).
También lo estd en tareas como en la ilustracion 18, donde se pide discriminar
si dos o mas figuras son simétricas entre si. La atencion recae en comparar,
segun la orientacion, sentido y cantidad de superficie las dos figuras en estu-
dio. Basta, pues, con centrar la atencion en aspectos globales de las figuras en
cuestion.

llustracion 18 Cambio de focalizacion configural.
En Matemdticas 4, Anaya, Espana, p. 169

Busca parejas de figuras simétricas, copia y dibuja el eje de simetria en cada caso.

LU ¢

Intrafigural

En este caso se dejan en un segundo plano las caracteristicas globales de la
figura de partida. La atencién recae en sus unidades 2D constituyentes, subfigu-
ras o subconfiguraciones, ya sea en las representadas en la figura de inicio o en
aquellas que el lector debe introducir en el proceso de desarrollo o comprension
de la actividad planteada. Queda caracterizado tanto en tareas donde se solicita
descomponer por fraccionamiento una figura como en aquellas donde se pide
identificar si una figura es simétrica o se solicita discriminar en ella algun eje
de simetria (ilustracion 11). Asimismo esta clase de cambio de focalizacion se
observa al aplicar una reconfiguracion por ensamblaje de partes (ilustracion 3)
o un refraccionamiento (ilustracion 12) en la figura de inicio o cuando basta
con centrar la atencion en las partes 2D en que una figura esta descompuesta
(ilustracion 16).
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Mixto

Cuando el inicio de la tarea propuesta exige, de entrada, considerar simulta-
neamente las caracteristicas perceptuales globales e internas de la figura de
partida y de llegada. La comparacion se realiza: 1) a través de las partes 2D
constituyentes de las dos representaciones (ilustracion 19), o 2) considerando
Unicamente la forma de la figura de llegada (que estd determinada figuralmen-
te 0 en lengua natural) y en la de partida, sus partes internas 2D (ilustracion 20).

llustracion 19 Cambio de focalizacién mixto.
En Matemdticas 4, Anaya, Espana, p. 163

¢Cudl de las figuras obtienes si vas girando y reproduciendo sucesivamente la figura
inicial?

llustracion 20 Cambio de focalizacién mixto.
En Férmula 2 Voluntad, Espana, p. 118

Arma las siguientes figuras con el tangram de la pagina 210.

¢ )
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Este cambio de focalizacién también esta presente en tareas donde se soli-
cita determinar el drea de una figura que no ha sido fraccionada y se da otra
figura que representa la unidad de medida de area. Es el caso de las figuras
representadas en la ilustracion 17 y donde la consigna solicita averiguar por
recubrimiento cual es el area de la figura anaranjada tomando como unidad
de medida la figura amarilla. En este sentido, quien resuelve la actividad plan-
teada debe no s6lo comparar globalmente las dos figuras en cuestion, sino que
ademas requiere considerar las caracteristicas perceptuales de las subfiguras
que ha ido ‘introduciendo” en la superficie de la figura anaranjada y de las
subfiguras que faltan por introducir.

Flujo visual

Alude al sentido de la secuencia visual aplicada en el desarrollo de las activida-
des propuestas en los textos escolares; es decir, a la manera como se organizan
los distintos cambios (figural, dimensional, focalizacion 2D) y las operaciones
considerados en el desarrollo o comprension de la actividad planteada en el
desarrollo de la tarea propuesta. Para que haya flujo visual, es necesaria la
presencia de al menos dos de los elementos antes citados, o uno de ellos y la
aplicacion de una operacion. Son dos los flujos visuales discriminados.

Lineal

Cuando la atencion recae en una de las partes constituyentes (0D, 1D, 2D) de la
configuracién de partida y, a continuacién, se aplica sobre ella un cambio en la
manera de ver 0 una operacion. En este caso las caracteristicas perceptuales de
la figura de partida se ponen en segundo plano y la atencion recae Unicamente
en las caracteristicas perceptuales de la parte de la configuracion privilegiada. A
manera de ejemplo, en la ilustracion 21, en la figura de la izquierda, se solicita
encontrar un cuadrado. En consecuencia, es necesario aplicar un cambio de
focalizacion (pasar de centrar la atencién en las caracteristicas globales de la
configuracién de partida: un tridangulo grande formado por cuatro triangulos
pequenos o un tridngulo pequeno dentro de un triangulo grande, a hacerlo
en dos de sus subfiguras). Luego se requiere aplicar sobre las partes focaliza-
das una operacion (reconfiguracion por ensamblaje de partes), generando asi
una nueva figura y, sobre ésta, aplicar una nueva operacién (rotacion) para
identificar que la figura encontrada es en realidad un cuadrado. En el proceso
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de busqueda no es necesario considerar las caracteristicas perceptuales de la
figura de inicio, la atencion recae en su totalidad en las partes 2D de la figura.

llustracion 21 Flujo lineal. Parte del procedimiento de resolucion de tarea
presentada en Matemdticas 4, Anaya, Espana, p. 157

L - ¢ - ¢ - B

llustracion 22 Flujo en circuito. Parte del procedimiento de resolucion
de tarea presentada en Matemadticas 4, Anaya, Espana, p. 157

A-0- ¢ -®
- -

Alude al hecho de que en algun momento del flujo visual es necesario apoyarse
en mas de una ocasion en alguna(s) de las caracteristicas perceptuales de la
figura de partida. En consecuencia, es indispensable retornar la configuracion
de inicio. Sucede cuando:

* de manera similar que en el flujo lineal, la atencion recae en una de las
partes constituyentes de la configuracion de partida y se aplica en ella un
cambio en la manera de ver o una operacion. Ademas, a continuacion
se consideran las caracteristicas perceptuales de la figura de inicio y se
inicia un nuevo flujo de naturaleza lineal;

* es indispensable tener en cuenta diferentes partes de la configuracion
inicial (unidades 0D, 1D, subfiguras, subconfiguraciones) y se aplican sobre
algunas de ellas, no en todas, operaciones o cambios en la manera de ver.

En la ilustracion 22 se ejemplifica el flujo visual exigido en el desarrollo de
una tarea donde se pide discriminar en la configuracion de la parte superior
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izquierda un cuadrado y un romboide. Una vez encontrada la primera de las
figuras, es necesario considerar de nuevo las caracteristicas perceptuales de la
figura de partida para dar inicio a la busqueda de la segunda figura.

En el cuadro 2 se presentan sintéticamente las cinco categorias previamente
descritas, asi como el aspecto de la visualizacién que caracteriza los elementos
que las constituyen y el tipo de aprehension en el que influyen.

PRUEBA DE LA CONFIABILIDAD Y VALIDEZ DEL INSTRUMENTO DE ANALISIS

Una segunda parte que se tuvo en cuenta en el diseno de la metodologia de
analisis de manuales escolares aqui tratada se relaciona con la puesta a prueba
de su confiabilidad y validez. En primera instancia, se seleccion6 al azar uno de
los manuales utilizados en la investigacion y se procedié a discriminar las clases
de visualizacion promovidas en é€l. Esto se hizo con el doble objetivo de determi-
nar la efectividad y coherencia de las categorias y subcategorias disenadas, asi
como de identificar los tipos de visualizacion imperantes. En el proceso no se
observo dificultad ni incoherencia alguna al aplicar el instrumento de analisis
disenado. En una segunda instancia, se solicitd a un grupo de tres investigado-
res especializados en el campo de la educacion matematica, en particular en
cuestiones visuales y de analisis de textos escolares, evaluar la pertinencia y
coherencia de las categorias previamente mencionadas. Solo dos de los investi-
gadores presentaron un informe detallado. En ambos casos se resalto el grado
de utilidad y el nivel de detalle del instrumento. Ninguno detect6 incoherencias
ni dificultades en las definiciones de las categorias y subcategorias. Uno de los
investigadores sugirio ejemplificar cada una de las subcategorias y realizar una
prueba piloto de codificacion con el propdsito de garantizar que el sistema de
clasificacion propuesto pueda ser utilizado por investigadores ajenos al proceso
de diseno del instrumento.

En consecuencia, en una tercera instancia se realizé una fase piloto de codi-
ficacion. De manera arbitraria y al azar, se seleccionaron ocho tareas presentes
en dos capitulos de dos libros de una de las editoriales estudiadas. Se elabord
un documento con cada una de las categorias y subcategorias consideradas,
con ejemplos representativos de cada una de ellas, para que otras personas
pudieran utilizarlo para codificar las tareas de areas de regiones poligonales
presentes en los manuales. Se disen6 una matriz de datos para determinar el
tipo de visualizacion presente en cada una de las tareas por analizar. Para su
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Cuadro 2 Categorias de analisis: rol, elementos y aprehensiones que

las caracterizan

Categorias iy
goria Aporte Elementos Aprehension
de analisis
Operacion Determina la naturaleza | Reconfiguracion, configuracion, | Operatoria.
de los cambios figurales | traslacion, rotacion, anamorfo-
introducidos e inducen | sis, cuadratura, simetria axial,
la comprension de pro- | superposicion y fraccionamien-
piedades y conceptos to.
de area.
Cambio Caracteriza la aprehen- | Real, parcial, intermitente, intrin- | Operatoria.
figural sién operatoria. seco y no real.
Cambio Promueve la decons- Fijo, operatorio y desdobla- Discursiva.
dimensional truccién dimensional de | miento.
las formas.
Cambio de Suscita cambios en la Configural, intrafigural y mixto. | Operatoria y

focalizacion 2D

visualizacion centrados
en unidades visuales
de naturaleza bidimen-
sional.

perceptual.

Flujo

Establece el orden y
sentido del tipo de
visualizacion aplicado.

Lineal y en circuito.
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codificacion, tanto los capitulos seleccionados como la matriz fueron entregados
a un nuevo grupo de investigadores, quienes fueron informados sobre el pro-
blema de la investigacion y el proceso que estaba en curso. S6lo uno de ellos
llend y entreg6 la matriz en las fechas estipuladas. Tras comparar el analisis de
los disenadores con el del evaluador, se observd que el grado de acuerdo fue
de 87.5% para los cambios figural y de focalizacion, de 100% para el cambio
dimensional y el flujo visual y de 62.5% para las operaciones. Lo que significa
que el instrumento es consistente y valido para cuatro de las cinco categorias
consideradas en la investigacion (cambio figural, cambio dimensional, cambio
de focalizaciéon bidimensional y flujo visual); no para la categoria de operacio-
nes donde el grado de coincidencia fue menor que 80 por ciento.

A continuacion, con el proposito de identificar las debilidades de la categoria
de operaciones, se entreg6 al evaluador que inicialmente habia cumplido con
el ejercicio propuesto una nueva matriz donde se presentaron los argumentos
utilizados por los disenadores para asignar a cada tarea una operacion u otra.
El evaluador consigné en la misma matriz los argumentos sequidos por él al
caracterizar las tareas. La no coincidencia recay6 en tres de las tareas donde el
investigador que evaluaba el instrumento considero, a diferencia nuestra, la pre-
sencia de la operacion de superposicion. A partir de un estudio exhaustivo del
analisis hecho por él'y una comparacion de sus argumentos con los nuestros,
se identifico que la inconsistencia y falta de precision provenia de la manera
en que se redacto la definicion de la operacién de superposicion y también
del modo en que se ejemplifico. Estos resultados se utilizaron para refinar la
categoria de operaciones y para seleccionar ejemplos mas representativos para
la operacion de superposicion. Asi, se procedio a buscar nuevos ejemplos que
caracterizasen de manera adecuada y contundente tal operacién y se reorgani-
76 la redaccion de su definicion. Para terminar el proceso de codificacion piloto,
se solicité a un nuevo evaluador que codificara las mismas ocho actividades.
En este caso, solo se considerd la categoria de operaciones y la coincidencia
fue de 100 por ciento.

EJEMPLO DE CODIFICACION DE UNA TAREA
Con el objetivo de ejemplificar la aplicacion del instrumento de analisis pre-

viamente expuesto, codificamos el tipo de visualizacion que caracteriza una
tarea propuesta en uno de los libros escolares analizados en la investigacion
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(ilustracion 23). Tanto la tarea como el libro de texto fueron seleccionados de
modo arbitrario y al azar. En lo que sigue, se describe y se contextualiza la tarea
por analizar segun el lugar y el propdsito que ocupa en el manual escolar del
cual fue extraida. Posteriormente, se discrimina la clase de visualizacion que
subyace en su desarrollo.

Tarea por codificar:

llustracion 23 Calculo de area de una figura irregular.
En Matemdticas 1ESO, Santillana, Espana, p. 215

Obtén el drea de la siguiente figura

Contextualizacion y descripcion de la tarea: forma parte de un capitulo dedica-
do al estudio de perimetros y areas a través de la aplicacion de formulas, donde,
en particular, se introduce el area de figuras trapezoidales y se solicita calcular
el area de un poligono irregular. No existe formula por aplicar de manera directa
sobre la figura de partida. Se requiere aplicar sobre su superficie un fracciona-
miento en zonas cuyas formas si permitan utilizar formulas previamente dadas
por el texto escolar.

La figura que se va a medir es susceptible de dos tipos de descomposicion
pertinentes al desarrollo de la problematica planteada, a saber:

* Por un lado, la figura es representada parcialmente fraccionada (la intro-
duccion de medidas por considerar provocan en la figura de inicio un
fraccionamiento), se encuentra dividida en dos triangulos (uno de base
10 my altura 12 m; el otro, de altura 5 m y base desconocida). Por otra
parte, las caracteristicas del contorno de la figura de inicio suscitan la
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descomposicion de la figura en dos subfiguras adicionales: un rectdngu-
lo de altura 12 my otro de base 6 m).

» Teniendo en cuenta que la tarea es parte del topico donde se introduce
la formula para calcular trapecios y que la forma de la figura permite
su descomposicion en subfiguras de forma trapezoidal, otra probable
descomposicion ha de ser la division de la figura en dos trapecios (uno
de altura 12 my el otro de altura 5 m).

Sea cual fuese el fraccionamiento elegido por quien pretende resolver la
tarea, es necesario en ambos casos aplicar sobre la figura de inicio un fracciona-
miento, centrar la atencion en las subfiguras en que fue dividida su superficie y
aplicar en cada una de ellas la formula que corresponde (férmula de area de un
triangulo y un rectangulo o de un trapecio). Pero los datos que hay que sustituir
en las formulas no se han dado ni resaltado en su totalidad. Por ejemplo, en la
segunda de las maneras posibles de descomposicién, no se han consignado ni
resaltado las bases mayores de los dos trapecios y sus respectivas longitudes.
En consecuencia, es necesario comparar entre si la unidad 1D que representa
la base de la figura que se tiene que medir (resaltada por una flecha y un
dato numeérico: 26 m) con las bases mayores de los dos trapecios. Asimismo, es
indispensable establecer comparaciones adicionales entre las unidades 1D de la
figura de partida, resaltadas por los valores numéricos 8 my 6 m, y la que repre-
senta su base. Estas comparaciones suscitan operar y aplicar desdoblamientos
sobre algunas de las unidades 1D consideradas.

Proceso de codificacion: se aplica sobre la figura de partida un fraccionamiento
(Fr) que promueve un cambio figural interno (I) y se introducen en el proceso
de transformacién tres cambios dimensionales de distinta naturaleza: fijo (F),
desdoblamiento (D) y operatorio (O). Esto se debe a que es necesario, ademas de
trasladar y unir o fraccionar segmentos, asumir unidades de dimensién 1 como
elementos que forman parte simultdneamente de dos subfiguras distintas y
considerar de forma estatica una de las unidades 1D. Con respecto al cambio de
focalizacion 2D considerado, es de naturaleza intrafigural (Int), pues la atencién
recae en las subfiguras introducidas en la figura de partida. El flujo visual, por su
parte, se caracteriza por ser en circuito (C), puesto que, a pesar de que se aplica
inicialmente un flujo lineal (fraccionamiento de la figura en partes, focalizacion
en cada una de ellas y aplicacién de cambios dimensionales), es necesario
regresar a la figura de inicio para establecer comparaciones entre algunas de
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las unidades 1D tanto del poligono irregular como de las subfiguras en que
fue dividido. De esta manera, el desarrollo de la tarea se encuentra visualmente
caracterizada por la 5-upla: (Fr, |, FD.O, Int, C).

CONCLUSIONES

La visualizacion es un asunto que esta lejos de ser obvio y espontaneo en la
ensenanza y el aprendizaje de las matematicas (Marmolejo, 2007; Marmolejo y
Vega, 2012). Diferentes investigaciones han puesto de manifiesto que la capaci-
dad visual de un individuo es susceptible de mejoria (Presmeg, 2006; Marmolejo
y Vega, 2012). Por tanto, se ha llamado la atencion a considerar el desarrollo
de la visualizacién de manera paralela al estudio de las matematicas (Villani,
1998; Presmeg, 2006). Los libros de texto y el area de regiones poligonales se
posicionan como topicos para sondear cudl es el papel que se asigna a la
visualizacion en la ensenanza de las matematicas. Los primeros, al tipificar las
propuestas de ensenanza privilegiadas en el aula y dar vida a los lineamientos
curriculares de una nacion. El sequndo, al ser un objeto matematico donde el
acto de ver desempefa un papel fundamental para su comprension y donde
la visualizacion puede ser un objeto de desarrollo. Asi, pues, la caracterizacion
de las maneras de ver que subyacen en el modo como los manuales escolares
motivan la ensenanza del area de poligonos regulares es un asunto que tiene
que considerarse en la investigacion educativa.

La metodologia de analisis propuesta en este articulo permitira explorar de
que manera y en qué nivel los textos promueven el desarrollo de la visualiza-
cion a través del area de regiones poligonales. En este sentido, la identifica-
cion de los tipos de reconfiguracion, cambios dimensionales y de focalizacion
considerados en la investigacion desempenan un papel determinante, pues
caracterizan las aprehensiones operatoria y discursiva movilizadas en los
libros, elementos sobre los que se sustenta la visualizacién y que definen su
ensenanza. kEsta metodologia también permite identificar las operaciones, los
cambios figurales, dimensionales y de focalizacion bidimensional, asi como los
flujos visuales que propician o no el tratamiento del area. Es el caso, por ejem-
plo, del papel concluyente de la reconfiguracion en el estudio de las relaciones
de equivalencia y orden entre areas y de las configuraciones simple y por
reiteracion tanto para la adicion como el producto de areas. O de las posibles
dificultades u obstaculos que para la conceptualizacion del area puede generar
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la aplicacion de “giros” por fuera del plano; accion que caracteriza la operacion
de configuracion por simetria.

En este sentido, la aplicacion de esta metodologia de analisis a los manuales
escolares permite a los autores de textos de matematicas controlar la cantidad
y el tipo de tareas que proponen, asumiendo como suya la responsabilidad
de promover el desarrollo de la visualizacion o de recurrir a ella para dotar de
sentido el estudio del area. Los educadores, por su parte, cuentan con una herra-
mienta que les permitird organizar las actividades de areas presentadas en los
libros y aplicarlas en el aula sin perder como referente la naturaleza visual que
subyace en su resolucion o comprension. En caso de que el manual seleccio-
nado no promueva la aplicacion de alguno de los elementos de las categorias
de analisis consideradas en la investigacion, tendran elementos que considerar
para introducir nuevas tareas que si lo permitan. De esta manera, se darian los
primeros pasos para que se asuma el area como un contenido donde es factible
el desarrollo de la visualizacion.

Finalmente, consideramos necesario llamar la atencion respecto al desarrollo
de futuras investigaciones que permitan discriminar si los libros favorecen o no
la adquisicion de la visualizacion por medio de areas de regiones poligonales;
por tanto, que determinen cudl es el papel que se asigna en la visualizacion a
cada uno de los elementos considerados en la metodologia propuesta. También
es indispensable generar estudios que caractericen las tareas de area de los
libros seguin la complejidad que introduce la visualizacién en su resolucion o
comprension, aspecto de vital importancia al seleccionar, organizar y aplicar las
tareas de los libros. Asimismo, es imprescindible el desarrollo de trabajos que
determinen como utilizan los libros los elementos considerados en la metodo-
logia propuesta para suscitar o, por el contrario, obstaculizar el aprendizaje del
area de regiones poligonales. Desde un punto de vista distinto, esta metodologia
podra ser adaptada como método de investigacion en otros topicos matematicos
cuyo tratamiento se realice tanto en la educacion primaria como en la secunda-
ria y donde su aprendizaje asigne un papel esencial a las figuras bidimensiona-
les y a la visualizacion asociada a ellas, lo que permitira tener una vision mas
completa de las exigencias visuales que deben poner en practica los alumnos
a lo largo de su instruccion.
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